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1. Légica proposicional

Los siguientes ejercicios han sido tomados de “Juegos por siempre misteriosos” [1].
En el libro, el autor propone varios ejercicios del tipo légico con el que introduce los
conceptos fundamentales de la légica proposicional con dificultad creciente hasta el
punto en el que expone los fundamentos bésicos de los teoremas de Godel.

Los enunciados de los ejercicios estan tomados del capitulo “La ldgica de mentir
y decir la verdad” mientras que las soluciones propuestas se basan en los conceptos
expuestos en el capitulo “Caballeros, bribones y ldgica proposicional”. Debe advertirse
que las soluciones propuestas no pretenden en modo alguno presentar formalmente la
aplicacién de las reglas de inferencia tal y como serian sisteméticamente utilizadas por
un demostrador automatico, por ejemplo. En su lugar, son soluciones préacticas y de
caracter intuitivo que sirven tnicamente para introducir los conceptos fundamentales
impartidos en clase.

Todos los ejercicios tendran lugar en la Isla de los Caballeros y los Bribones donde
los caballeros siempre formulan enunciados verdaderos, los bribones siempre formulan
enunciados falsos y cada habitante es necesariamente un caballero o un bribodn.

Un hecho fundamental en esta isla es que a todo habitante le resulta imposible
declarar que es un bribén, porque un caballero nunca mentirfa y diria que es un bribén,
y un bribén nunca admitiria verazmente que es un bribdn.

Los cuatro problemas siguientes introducen los conectores légicos vy, o, si-entonces y
st y solo si.

La visita de McGregor

Una vez, el empadronador senor McGregor realizé cierto trabajo de campo en la Isla
de los Caballeros y los Bribones. En esa isla también se denomina a las mujeres caballeros
y bribones. En esa visita McGregor decidié entrevistar solamente a los matrimonios.



1. Logica proposicional Carlos Linares Lépez

Ejercicio 1. McGregor llamé a una puerta; el marido la abrié a medias y le pre- |Conector
gunté a McGregor qué deseaba. logico A

Hago un censor —respondié McGregor—, y necesito informacién sobre usted y su
esposa. ;Cudl, si alguno lo es, es un caballero, y cudl, si alguno lo es, es un bribén?

— jAmbos somos bribones! —dijo el marido enojado mientras cerraba la puerta de
un golpe.

.. De qué clase es el marido y de qué clase es la mujer?

Departamento de Inteligencia Artificial 2 Universidad Carlos I1I
y Ciencias de la Computacién



1. Logica proposicional Carlos Linares Lépez

Solucién. Dado un nativo a, p es la proposicién de que a es un caballero. Si a es un
caballero, necesariamente sera cierto que cualquier afirmacién r suya serd necesariamente
cierta (p — r) y como en nuestra isla, sélo los caballeros dicen la verdad, » — p. Por lo
tanto, se concluye p <+ r es una proposicién verdadera que debe leerse como “a dice r”.
Si es o no cierto, dependera de la verdad de p y, por lo tanto, de que a sea un caballero.

En el enunciado anterior hay dos declaraciones:

p = a es un caballero de modo que ~ p significa que a es un bribodn.

q = b es un caballero de modo que ~ ¢ significa que b es un briboén.
donde a y b son el marido y su esposa respectivamente.

Puesto que es a quien lo afirma, la modelizacién resulta ser p «<»~ pA ~ g o, equiva-
lentemente, p <>~ (p V q).

Asumiendo p concluimos ~ pA ~ ¢ en virtud de la regla del modus ponens que es, de
hecho, una contradiccién puesto que asumiendo p ahora concluimos, entre otras cosas,
~ p. Por lo tanto, necesariamente tenemos ~ p o, en otras palabras, que a es un bribén vy,
por lo tanto, sera cierto la afirmacion contraria: pV g, que sabemos que puede escribirse
equivalentemente como ~ p — q. Puesto que tenemos ~ p, concluimos ¢ nuevamente en
virtud de la regla del modus ponens y, por ello, que b es un caballero.
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1. Loégica proposicional

Carlos Linares Lépez

Ejercicio 2. En la casa siguiente, McGregor le pregunté al marido: —; Ambos son
bribones?— El marido respondié: —Por lo menos uno de nosotros lo es. jDe qué clase

es cada uno?

Conector
logico V
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Solucién. La afirmacién “Al menos uno de nosotros lo es [bribon]” serd ~ pV ~ ¢
y, por lo tanto, el hecho de que a lo diga se modelizarda como p <~ pV ~ q. Asu-
miendo p (esto es, que a es un caballero) concluimos por modus ponens ~ pV ~ q o,
equivalentemente, p —~ ¢ y, nuevamente por modus ponens, ~ ¢ o0 sea, que b es un
briboén.
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Ejercicio 3. La siguiente casa que visité McGregor resulté un mayor enigma. Un | Conector
hombre algo introvertido abrié la puerta timidamente. Cuando McGregor le pidi6 que |légico —

dijera algo sobre si mismo y sobre su esposa, lo tinico que dijo el esposo fue: —Si soy
un caballero, entonces también lo es mi esposa.

McGregor se fue no muy complacido. —;Cémo puedo deducir algo sobre alguno
de los dos a partir de una respuesta tan evasiva?— penso. Estaba a punto de escribir
“Marido y Mujer ambos desconocidos”, cuando recordd subitamente una vieja leccion
de légica de sus dias de estudiante universitario. Por supuesto —se dio cuenta—,
puedo determinar de qué clase son ambos.

. De qué clase es el marido y de qué clase es la mujer?
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Solucién. En este caso, la modelizacion de la respuesta del marido es p — ¢. Por
ello, la modelizacién de que sea precisamente el marido quien lo dice serd p < (p — q).

Nuevamente podemos resolver el problema gracias al modus ponens. Si conjeturamos
que a es un caballero y por lo tanto p es cierto, obtendremos por modus ponens p —
g. Con la misma conjetura podemos aplicar nuevamente la misma regla de inferencia
resultando en este caso g, es decir, que la mujer también es un caballero.
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Ejercicio 4. Cuando el empadronador entrevisté a la cuarta pareja, el esposo dijo: | Conector
—Mi esposa y yo somos de la misma clase; o ambos somos caballeros o ambos somos |légico <

bribones.

(El esposo podria haber dicho alternativamente: —Soy un caballero si y sélo si mi
esposa es un caballero. Es lo mismo)

., Qué puede deducirse sobre el marido y qué puede deducirse sobre la mujer?
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Solucién. En este caso, la declaracién del marido se modeliza como p < ¢; el
hecho de que sea precisamente el marido quien lo dice se modelizara entonces como

pe (peq).

Para resolver este caso usaremos una version alternativa del modus ponens denomi-
nada modus tolens que establece que a partir de p — ¢ se puede deducir ~ g —~ p.

Si conjeturamos que la esposa es un bribén (~ ¢), entonces tendriamos por modus
ponens sobre la expresion obtenida por modus tolens, ~ p, esto es, que el marido es
asimismo un bribén. En otras palabras, habria declarado que él mismo es un bribén
que, como sabemos (véase la Introduccién a estos ejercicios) es imposible.

Por lo tanto, la esposa debe ser necesariamente un caballero (¢). Sin embargo, puede
comprobarse facilmente que no hay forma de saber la clase del marido. Otras curiosida-
des légicas como éstas hasta entender incluso el fundamento l6gico de la indeterminacién
légica pueden leerse en [1].

Modus
Tolens
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Observaciones

= En la resolucién del ejercicio 4, se ha introducido el uso del modus tolens que
establece que si p y ¢ son expresiones bien formadas de la légica proposicional, y
p — q, entonces puede inferirse ~ ¢ —~ p. La demostracion es como sigue:

pP—4q
~pVq Por equivalencia de la conectiva —
qVvV ~p Por conmutatividad de la conectiva V

~~ gV ~p Por la regla de equivalencia de la doble negacién
~ q—~p Por equivalencia de la conectiva —
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2. Logica de predicados

Como en el caso anterior, los siguientes acertijos estan extraidos del segundo capitulo
de otro libro del mismo autor, “Alicia en el pais de las adivinanzas” [2], que es una
recreacién légico-matematica de los inmortales personajes de los cuentos de “Alicia en
el Pais de las Maravillas”, donde el juego consiste en aprender a distinguir la verdad de
la falsedad.

Asi como en el caso de la légica proposicional, los siguientes ejercicios no son otra
cosa que un divertimento que sirve para ejemplificar los conceptos expuestos en clase.
Por ello, una vez més, se presentan soluciones practicas y de caracter intuitivo con el
propoésito de afianzar algunos fundamentos de la logica de predicados.

. Quién robé los pasteles?
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El primer cuento.

— ;Por qué no me haces unos pastelitos? —pregunto el Rey de Corazones a la Reina
de Corazones un fresco dia de verano.

— Qué sentido tiene hacer pasteles sin mermelada? —dijo la Reina furiosa— jLa
mermelada es lo mejor!

— Pues pon mermelada —dijo el Rey.
— iNo puedo! —grit6 la Reina— jMe la han robado!
— jPero bueno! —dijo el Rey— jEsto es bastante grave!. ;Quién la ha robado?

— ;Coémo quieres que sepa quién la ha robado? Si lo supiera la habria recuperado
hace mucho, jy con ella la cabeza del sinvergiienzal
y 1Y g

El Rey hizo que sus soldados emprendieran la bisqueda de la mermelada desapare-
cida, y fue encontrada en la casa de la Liebre de Marzo, el Sombrerero Loco y el Lirén.
Los tres fueron inmediatamente detenidos y juzgados.

— jVamos a ver! —exclamoé el Rey en el juicio—, jquiero llegar al fondo de todo
esto! iNo me gusta que la gente entre en mi cocina y me robe la mermelada!

— (Por qué no? —pregunté uno de los conejillos de Indias.

— {Suprimid a ese conejillo! —grité la Reina. El conejillo de Indias fue suprimido al
instante!.

— Y ahora —dijo el Rey cuando se hubo pasado la conmocién ante la supresién del
conejillo de Indias—, jquiero llegar al fondo de todo esto!

— Eso ya lo habeis dicho —apunt6 un segundo conejillo de Indias que fue igualmente
suprimido al instante.

— jPor casualidad robaste ti la mermelada? —pregunté el Rey a la Liebre de Marzo.

— ;Yo no robé la mermelada! —declaré la Liebre de Marzo. En ese momento todos
los conejillos de Indias que quedaban la aclamaron, siendo suprimidos de inmediato.

— Y ta? —rugié el Rey al Sombrerero, que temblaba como una hoja — ;Por
casualidad eres tu el culpable?

El Sombrerero fue incapaz de articular una sola palabra; sélo respiraba entrecorta-
damente y daba sorbitos al té.

— Si no tiene nada que decir, eso demuestra su culpabilidad —dijo la Reina—, jasi
que dejarle sin cabeza inmediatamente!

— iNo, no! —suplicé el Sombrerero— jUno de nosotros la robd, pero no fui yo!

'Los que han leido Alicia en el Pafs de las Maravillas recordaran el significado de suprimir: los
oficiales de la corte meten al conejillo en una bolsa de lona, la cierran con cuerdas y se sientan encima.
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— jTomad nota de eso! —dijo el Rey al jurado— jEsta prueba puede resultar de
suma importancia!

— Y jqué pasa contigo? —prosiguio el Rey con el Lirén— ;Qué tienes tu que decir
a todo esto? jHan dicho la Liebre de Marzo y el Sombrerero la verdad?

— Al menos uno si —replicéd el Lirén, quien se quedé dormido para el resto del
juicio.

Como revel6 la subsiguiente investigacion, la Liebre de Marzo y el Lirén no decian
ambos la verdad. ;Quién robé la mermelada?
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Solucion.

Como en los ejercicios anteriores, la dificultad principal de estos problemas consiste
en modelizar la verdad o falsedad de los enunciados de individuos que, a su vez, podrian
mentir o no. Por lo tanto, es preciso modelizar por una parte lo que dicen y, por la otra,
si es 0 no cierto.

Considérese la siguiente asignacion de términos constantes:

Liebre de Marzo
Sombrerero Loco
Liron

a

1T

v la siguiente definicién de predicados:

V(x)
R(z)

= x dice la verdad
= x es el ladrén

De este modo, si la Liebre de Marzo asegura que élla no rob¢ la mermelada (~ R(a)),
diremos que dice la verdad si y sélo si es asi y, por lo tanto, V(a) <~ R(a).

Las otras declaraciones del juicio se modelizan respectivamente como: V' (b) < R(a)V
R(c)y V(c) < V(a) vV V(b). Ademés, la tltima pista establece que no es cierto que la
Liebre de Marzo y el Lirén dicen simultdneamente la verdad, de modo que resulta:
~ (V(a) AV (c)) o, equivalentemente, ~ V(a)V ~ V(c).

Ahora es posible resolver facilmente el problema por aplicaciéon de las reglas de
inferencia y equivalencia a partir de la ultima pista:

~ [~ R(a) A (c)] Por la declaracién de a

~ [~ R(a) A (V(a) VV(D))] Por la declaracién de ¢

~ [~ R(a) A (~ R(a) VV(b))] Por la declaracién de a

~ [~ R(a) A (~ R(a)V R(a) V R(c))] Por la declaracién de b

~ [~ R(a) A R(c)] Por simplificacién de ~ R(a) V R(a)
R(a)V ~ R(c) Por equivalencia de la expresién anterior

Si asumimos ahora que sélo el primer predicado de la expresién asi obtenida es
cierto, R(a), entonces se observa facilmente que a mintié mientras que b habia dicho la
verdad y, por ello, también lo habia hecho c. Por lo tanto, es cierto que a y ¢ no dijeron
simultaneamente la verdad y concluimos que esta conjetura es plausible.

En el segundo caso, asumiendo que el primer predicado es falso —~ R(a)— y que
s6lo es cierto ~ R(c) entonces sélo puede ser cierto que el robo lo hizo b? y, por ello, a
dijo la verdad; también lo habria hecho, curiosamente, el ladrén, b y, por ello, también
lo habria hecho c. En otras palabras, todos habrian dicho la verdad pero la dltima pista
establece que no es posible que a y ¢ lo hicieran simultaneamente y, por ello, concluimos
que esta segunda conjetura no es en absoluto plausible.

Por lo tanto, el robo lo hizo la Liebre de Marzo.

ZNétese que aqui estamos anticipando una conclusién que, sin embargo, no estd formalmente mo-
delizada. Esta simplificaciéon se ha hecho en favor del valor didéctico del ejemplo para no dificultar la
comprensién del razonamiento légico entendiendo que, ademas, se trata de una observacion trivial.
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El segundo cuento.

— Ahora que hemos recuperado la mermelada —dijo el Rey—, ya puedes hacer los
pasteles.

— ¢ Coémo voy a hacer pasteles sin harina? —pregunto la Reina.
— (Quieres decir que han robado la harina? —grit6 el Rey.

— iSi! —dijo la Reina. jCoge al bellaco y déjale sin cabezal

— Bueno, bueno —dijo el Rey—, no nos precipitemos.

Pero la harina habia de ser buscada. Naturalmente la encontraron en casa de la
Liebre de Marzo, el Sombrerero y el Lirén, y por consiguiente fueron de inmediatamente
detenidos y juzgados.

En el juicio la Liebre de Marzo declar6 que la habia robado el Sombrerero. El Som-
brerero y el Lirén también declararon, pero por alguna razén sus declaraciones no fueron
recogidas y no puedo decir cuéles fueron. Pero, como al final sali6 a la luz, sélo uno de
los tres habia robado la harina, y fue el tinico que dijo la verdad.

,Quién robd la harina?
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Solucion.

Este ejercicio es sustancialmente mas sencillo (jy sorprendente!) que el anterior.
Modelizando la descripcién de la Liebre de Marzo resulta V(a) <« R(b). La pista del
enunciado se modeliza simplemente como: (V(a) A R(a))V (V(b) AR(b)) V (V(c) AR(c)).

Si a dice la verdad, entonces es posible concluir por modus ponens sobre la declara-
cion de a que b robd la harina y la primera conjuncién de la ultima expresién resultaria
ser: (R(b) A R(c)) lo que no es posible puesto que constantemente asumimos que sélo
uno de los tres llevé a cabo el robo. En otras palabras, no es posible que a dijera la
verdad y, al mismo tiempo, fuera el ladrén. Por ello, se concluye firmemente ~ V' (a) vy,
por ello, ~ R(b) y anadimos estas conclusiones a las consideraciones que haremos en los
siguientes razonamientos.

Precisamente, debido a las nuevas observaciones, sabemos que b no hizo el robo y
por ello, sélo puede haberlo hecho c.

Definitivamente, fue el Lirén quien robé la harina, ja pesar de las declaraciones que
hiciera!
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El tercer cuento.

— Bueno, aqui tienes la harina —dijo el Rey alegremente—, ya puedes hacer los
pasteles.

— ;Hacer los pasteles sin pimienta? —pregunté la Reina.

— jPimienta? —dijo el Rey con incredulidad— jQuieres decir que pones pimienta
en los pasteles?

— No mucha —respondié la Reina.
— Y supongo que la han robado.

— jPues claro! —dijo la Reina— Busca la pimienta, y cuando hayas descubierto
quién la robé, déjale sin ...

— Vamos, vamos —dijo el Rey.

Desde luego la pimienta debia buscarse. Pero, como todos sabeis, las personas que
roban pimienta nunca dicen la verdad.

— {Qué? —dijo Alicia (no la Alicia del Pais de las Maravillas sino la de esta fiesta)—
Nunca habia oido eso.

— (De verdad? —dije burlonamente sorprendido.

— jClaro que no! Y lo que es més, no creo que ninguna otra persona lo haya oido.
(Lo habia oido antes alguno de vosotros?

Todos los ninos negaron con la cabeza.

— Bueno —dije—, para los fines de esta historia supongamos que los que roban
pimienta nunca dicen la verdad.

— De acuerdo —dijo Alicia un tanto dudosa.

Siguiendo con el cuento, el principal sospechoso era la cocinera de la Duquesa. En
el juicio sélo hizo una declaracién: ”;Yo sé quién robé la pimienta!”

Dando por sentado que las personas que roban pimienta siempre mienten, ;es la
cocinera culpable o inocente?
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Solucion.

Este ejercicio presenta un caso curioso sobre la certeza o falsedad de afirmaciones
que se relacionan con los hechos que son del conocimiento privado del individuo que
hace la declaracién.

Considérese la siguiente definicion de términos constantes:

N

a = Cocinera de la Duquesa
Ademsds de los predicados ya utilizados anteriormente, se define:
P(z) = x sabe que robé la pimienta

De modo que, podemos declarar P(z) < R(x) o, en otras palabras, que si alguien
robo la pimienta, sabe necesariamente que lo hizo; y si esto ultimo es cierto, lo sera por-
que, de hecho, la habia robado. Asi, la declaracién de la cocinera de la Duquesa podria
modelizarse como V' (a) < P(a)?

Por tltimo, la declaracién que tanto sorprendié a Alicia ( “no la Alicia del Pais de
las Maravillas sino la de esta fiesta”) es: VeR(x) —~ V (z).

Utilizando el algoritmo de encadenamiento hacia delante y asumiendo que efecti-
vamente la cocinera de la duquesa robé la pimienta, R(a), resulta el caso mostrado a
continuacién.

R(z) =~ V(x)

o={z/a}

P(a) < R(a)

~ R(a)

Figura 1: Algoritmo de encadenamiento hacia delante

Por lo tanto, se demuestra por reduccion al absurdo que la cocinera de la Duquesa
no pudo haber robado la pimienta.

3En realidad, su declaracién es mucho més genérica puesto que sélo se estd considerando el caso de
que si ella rob6 la pimienta lo sabe, pero en ese caso también estaria diciendo la verdad.

Reduccién
al absurdo
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Asi que, ;quién robéd la pimienta?

Los siguientes sospechosos del Rey eran la Liebre de Marzo, el Sombrerero y el Lirén.
Se enviaron algunos soldados a su casa, pero no pudieron encontrar pimienta alguna.
Como podian haberla escondido en algin sitio, fueron detenidos por principio.

En el juicio la Liebre declaré que el Sombrerero era inocente y el Sombrerero de-
claré que el Lirén era inocente. El Lirén murmuré algo en suenos, pero no fue recogido.

Como al final resulté, ningtin inocente hizo una declaracién falsa y (recordamos) los
que roban pimienta nunca hacen declaraciones verdaderas. Ademds, s6lo uno robé la
pimienta. ;Cudl de los tres, si es que alguno de ellos, es el culpable?
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Solucion.

A diferencia del ejercicio anterior, en este caso se sabe que ademds de que los
que roban pimienta no dicen la verdad, ningtin inocente mintié y, por ello, tenemos

VeR(z) <~ V(z).

Por otra parte, las declaraciones de los inculpados en el caso del robo de la pimienta
son, respectivamente: V(a) <~ R(b) y V(b) <~ R(c)

En la resolucién de este ejercicio, se propone el uso del encadenamiento hacia detras
para determinar, ordenadamente, si a robd la pimienta; después, si lo hizo b y, por
dltimo, si lo hizo c.

R(@) ~V(z) - R(x)

o={x/a}

~ R(b) R(b)

Figura 2: Encadenamiento hacia detras (R(a))

La figura 2 muestra el encadenamiento hacia detras para la resolucién de la peticién
R(a). Junto a cada nodo se muestra la pila con los objetivos pendientes de resolucién.
Como puede verse, para demostrar que a robé la pimienta es preciso asumir que lo hizo
b pero, jsabemos que sélo la rob6 uno! de modo que no pudo haberlo hecho a.

R(b) ~V(z) — R(z)
o={x/b}
R(b) ~ V(b) — R(b)
~V(b) ~ V(b)
R(c) =~V (b)

Figura 3: Encadenamiento hacia detras (R(b))
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La figura 3 muestra el encadenamiento hacia detras para la resolucién de la peticién
R(b). Nuevamente, se observa que para ello es preciso asumir que lo hizo ¢ y como ambos
no pudieron hacerlo, se concluye que no lo hizo b.

R(c) ~ V(b) — R(c)

R(b) R(b)

Figura 4: Encadenamiento hacia detras (R(c))

La dltima figura muestra el encadenamiento hacia detras para determinar si la pi-
mienta la rob6 ¢, R(c) y, como en el primer caso, se observa que para ello deberia
asumirse que también lo hizo b y eso es imposible.

En conclusion, la pimienta no la robaron, tampoco, ni la Liebre de Marzo, ni el
Sombrerero Loco ni el Lirén. Quién lo hizo y otros misterios se cuentan en [2].

Departamento de Inteligencia Artificial 21 Universidad Carlos I1I
y Ciencias de la Computacién



2. Logica de predicados Carlos Linares Lépez

Observaciones

» En la resolucién del primer cuento se simplifica la expresién ~ R(a) V R(a) y
esto es posible, puesto que se trata de una tautologia o, en otras palabras, de una
expresién que es siempre cierta para cualquier valor de predicados. Asi, si R(a) es
cierto, la disyuncién anterior lo serd automaticamente, pero si no lo fuera, entonces
~ R(a) lo serd resultando asimismo cierta la expresién completa.

Intuitivamente hablando, es posible crear una tabla de verdad para la expresion
~ R(a) V R(a) y completarla para los valores de verdad o falsedad de R(a) de
modo que se verd que la expresion anterior es siempre cierta. Se dice, por ello,
que es una tautologia.

» La solucién del tercer cuento emplea la técnica de reduccién al absurdo (ad absur-
dum ducens) para concluir que la cocinera de la Duquesa no pudo haber robado
la pimienta. Este procedimiento prueba que una conclusién es cierta porque su
contradictoria seria falsa o absurda. Esquematicamente, se trata de lo siguiente:

Si no es A, habrad que aceptar que es no-A
Si fuera no-A, entonces se daria no-B
Pero se da B

Luego no puede ser no-A

Luego es A

= La resolucion del cuarto ejercicio intenta probar en algunos casos un objetivo que
es la negacién de un predicado.

En términos generales, el uso de la negacién introduce una gran cantidad de dificul-
tades y consideraciones adicionales mas alld del alcance de este curso. Se advierte,
sin embargo, que en nuestro caso no existe ninguna de estas complicaciones puesto
que el objetivo, negado, es literalmente usado por la regla del modus ponens. En
otras palabras, aunque los objetivos consistan —en algunos casos— en negaciones
de predicados, es posible aplicar la regla del modus ponens hacia atras usando
reglas que en sus conclusiones consisten, literalmente de la misma negacion.
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