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1. Conceptos previos

1.1 Introduccion

Iniciamos este capitulo con la definicion de algunos conceptos elementales y basicos, y sin embargo
pilares, para una comprension intuitiva y real de lo que es la Bioestadistica. Pretendemos introducir al
estudiante en el uso y manejo de datos numéricos: distinguir y clasificar las caracteristicas en estudio,
ensefarle a organizar y tabular las medidas obtenidas mediante la construccion de tablas de frecuencia y
por ultimo los métodos para elaborar una imagen que sea capaz de mostrar graficamente unos
resultados.

El aserto ““una imagen vale mas que mil palabras" se puede aplicar al ambito de la estadistica
descriptiva diciendo que “un grafico bien elaborado vale mas que mil tablas de frecuencias". Cada vez
es mas habitual el uso de graficos o imagenes para representar la informacién obtenida. No obstante,
debemos ser prudente al confeccionar o interpretar gréficos, puesto que unas misma informacion se
puede representar de formas muy diversas, y no todas ellas son pertinentes, correctas o validas. Nuestro
objetivo, en este capitulo, consiste en establecer los criterios y normas minimas que deben verificarse
para construir y presentar adecuadamente los graficos en el ambito de la estadistica descriptiva.

1.2 ; Qué es la estadistica?

Cuando coloquialmente se habla de estadistica, se suele pensar en una relacién de datos numéricos
presentada de forma ordenada y sistematica. Esta idea es la consecuencia del concepto popular que
existe sobre el término y que cada vez esta mas extendido debido a la influencia de nuestro entorno, ya
que hoy dia es casi imposible que cualquier medio de difusion, periddico, radio, television, etc, no nos
aborde diariamente con cualquier tipo de informacién estadistica sobre accidentes de trafico, indices de
crecimiento de poblacion, turismo, tendencias politicas, etc.

Sdlo cuando nos adentramos en un mundo mas especifico como es el campo de la investigacion de las
ciencias sociales: medicina, biologia, sicologia, empezamos a percibir que la Estadistica no sélo es algo
mas, sino que se convierte en una herramienta casi Unica que, hoy por hoy, permite dar luz y obtener
resultados, y por tanto beneficios, en cualquier tipo de estudio, cuyos movimientos y relaciones, por su
variabilidad intrinseca, no puedan ser abordadas desde la perspectiva de las leyes deterministas.
Podriamos, desde un punto de vista mas amplio, definir la estadistica como la disciplina que estudia
cémo debe emplearse la informacién y como dar una guia de accion en situaciones practicas que
entrafian incertidumbre.

1.3 Elementos: poblacién, variables

Establecemos a continuacién algunas definiciones de conceptos basicos y fundamentales como son:
elemento, poblacién, muestra, caracteres, variables, a las cuales haremos referencia continuamente a lo
largo del texto

¢ Individuos, elementos o unidades de andlisis: personas u objetos que contienen cierta
informacién que se desea estudiar.

e Poblacidn: conjunto de individuos o elementos que cumplen ciertas propiedades comunes.

e Muestra: subconjunto de una poblacién.

e Parametro: funcién definida sobre los valores numéricos de caracteristicas medibles de una
poblacion.
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e Estadistico: funcion definida sobre los valores numéricos de una muestra.

En relacién al tamano de la poblacion, ésta puede ser:
e Finita, como es el caso del numero de personas que llegan al servicio de urgencia de un hospital
en un dia.
¢ Infinita, si por ejemplo estudiamos el mecanismo aleatorio que describe la secuencia de caras y
cruces obtenida en el lanzamiento repetido de una moneda al aire.

Ejemplo
Consideremos la poblaciéon formada por todos los estudiantes del curso (finita). La altura media de todos
los estudiantes es el parametro p. El conjunto formado por los alumnos hombres es una muestra de

dicha poblacion y la altura media de esta muestra, y, es un estadistico.

e Caracteres: propiedades, rasgos o cualidades de los elementos de la poblacion. Estos caracteres
pueden dividirse en cualitativos y cuantitativos.

e Modalidades o categorias: diferentes situaciones posibles de un caracter. Las modalidades
deben ser a la vez exhaustivas y mutuamente excluyentes --cada elemento posee una y sélo una
de las modalidades o categorias posibles.

e Clases: conjunto de una o mas categorias en el que se verifica que cada unidad pertenece a una
y s6lo una modalidad.

1.4 Organizacion de los datos

1.4.1 Variables estadisticas

Cuando hablemos de variable haremos referencia a un simbolo (X,Y,A,B,...) que puede tomar cualquier
modalidad (valor) de un conjunto determinado, que llamaremos dominio de la variable o rango. En
funcion del tipo de dominio, las variables las clasificamos del siguiente modo:

1. Variables cualitativas,
Cuando las modalidades posibles son de tipo nominal. Por ejemplo, una variable de color

A € {“rojo”, “azul”, “verde”)}.

2. Variables cuasi-cuantitativas u ordinales

Son las que, aunque sus modalidades sean de tipo nominal, es posible establecer un orden entre
ellas. Por ejemplo, si estudiamos la llegada a la meta de un corredor en una competicion de 20
participantes, su clasificaciéon C es tal que

C € {1°,2°,3°,...,20°}.

Otro ejemplo de variable cuasi-cuantitativa es el nivel de dolor, D, que sufre un paciente ante un
tratamiento médico:

De {“iﬂﬁ:ﬁiﬁtﬁﬂtﬁ” , “pﬂm intenso” , “mﬂderadﬂh, ufuerteu} .

3. Variables cuantitativas
Son las que tienen por modalidades cantidades numéricas con las que podemos hacer
operaciones aritméticas. Dentro de este tipo de variables podemos distinguir dos grupos:

e Discretas,

Cuando no admiten una modalidad intermedia entre dos cualesquiera de sus modalidades. Un
ejemplo es el numero de caras X, obtenido en el lanzamiento repetido de una moneda. Es obvio
que cada valor de la variable es un numero natural

X e V.

e Continuas,
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Cuando admiten una modalidad intermedia entre dos cualesquiera de sus modalidades, v.g. el
peso X de un nifio al nacer. En este caso los valores de las variables son nimeros reales, es
decir

X e K.

Ocurre a veces que una variable cuantitativa continua por naturaleza, aparece como discreta. Este es el
caso en que hay limitaciones en lo que concierne a la precision del aparato de medida de esa variable,
v.g. si medimos la altura en metros de personas con una regla que ofrece dos decimales de precision,
podemos obtener

Xe{..., 150,151,152 1.53,...}.

En realidad lo que ocurre es que con cada una de esas mediciones expresamos que el verdadero valor

de la misma se encuentra en un intervalo de radio 5 - 1'|]'_3. Por tanto cada una de las observaciones
de X representa mas bien un intervalo que un valor concreto.

Tal como hemos citado anteriormente, las modalidades son las diferentes situaciones posibles que
puede presentar la variable. A veces éstas son muy numerosas (v.g. cuando una variable es continua) y
conviene reducir su numero, agrupandolas en una cantidad inferior de clases. Estas clases deben ser
construidas, tal como hemos citado anteriormente, de modo que sean exhaustivas e incompatibles, es
decir, cada modalidad debe pertenecer a una y sélo una de las clases.

En resumen, estos son los tipos de variables:
e Variable cualitativa: Aquella cuyas modalidades son de tipo nominal.
¢ Variable cuasicuantitativa: Modalidades de tipo nominal, en las que existe un orden.
e Variable cuantitativa discreta: Sus modalidades son valores enteros.
e Variable cuantitativa continua: Sus modalidades son valores reales.

Desde el punto de vista epidemioldgico, las variables cualitativas se clasifican en nominales y ordinales,
y las cuantitativas en variables de intervalo y de razén. Estos cuatro niveles son importantes porque
jerarquizan las posibilidades de analisis, asi el nivel mas alto lo permiten las variables cuantitativas de
razon y el mas simple las nominales. Esta clasificacién, ademas de permitir la eleccién mas acertada de
los procedimientos estadisticos a utilizar, simplifica el planteamiento de las hipétesis, la combinacion de
las pruebas y la generacién de modelos.

o Nominales
Cualitativas Ordinales
Cuantitativas De mte’rv al

De razén

1.4.2 Tablas estadisticas

Consideremos una poblacion estadistica de n individuos, descrita segun un caracter o variable C cuyas

modalidades han sido agrupadas en un numero k de clases, que denotamos mediante €1,€2;---,Ck

Para cada una de las clases ¢;, i=1,...,k

, introducimos las siguientes magnitudes:
¢ Frecuencia absoluta
de la clase ¢; es el numero n;, de observaciones que presentan una modalidad perteneciente a esa
clase.
e Frecuencia relativa
de la clase c; es el cociente f, entre las frecuencias absolutas de dicha clase y el numero total de
observaciones, es decir
Tig

fi=—

mn

100%

Obsérvese que f; es el tanto por uno de observaciones que estan en la clase c;. Multiplicado por
representa el porcentaje de la poblaciéon que comprende esa clase.

3
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e Frecuencia absoluta acumulada
Se calcula sobre variables cuantitativas o cuasicuantitativas, y es el niumero de elementos de la
poblacién cuya modalidad es inferior o equivalente a la modalidad c;:

¢ Frecuencia relativa acumulada
Se calcula sobre variables cuantitativas o cuasicuantitativas, siendo el tanto por uno de los
elementos de la poblacién que estan en alguna de las clases y que presentan una modalidad
inferior o igual a la ¢;
Como todas las modalidades son exhaustivas e incompatibles ha de ocurrir que

k
Y ni=nitnet...+n=n
=1
o lo que es lo mismo,

k k k
Zf:zﬁ:M:E:l
bt 't T bt n n
=1 =1

1. Frecuencia absoluta (n;)): Numero de elementos que presentan la clase x;.

2. Frecuencia relativa: fi=ni/N

i
N‘-:Zﬂj

3. Frecuencia absoluta acumulada: g=1 )

i
Fi=N/N=) f;
4. Frecuencia relativa acumulada: 7=t
Llamaremos distribucién de frecuencias al conjunto de clases junto a las frecuencias correspondientes a
cada una de ellas. Una tabla estadistica sirve para presentar de forma ordenada las distribuciones de
frecuencias. Su forma general es la siguiente:

‘Modali. ‘Frec. Abs. ‘Frec. Rel. |Frec. Abs. Acumu. |Frec. Rel. Acumu.
‘ C ‘ n; f; | N; | F;
C1 Ny fl:f_::_ Ny = ny Fl=%=f1
| | - | |
¢ n; f3=f—:f- Nj=ﬂ1+...ﬂj F;=Hj‘=f1+ +-fj'
| | - | |
Cyk Ny fk:% Ne=n Fk=1
L L |
Ejemplo
Calcular los datos que faltan en la siguiente tabla:
lig = 1; n; fi N;
4
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0--10 60 f, 60
10 - 20 | m | 04 | N
20 -- 30 | 30 | & | 170
30 -- 100 | o | o1 | N
100 -- 200 I n | & | 200
]

Solucién:

Sabemos que la ultima frecuencia acumulada es igual al total de observaciones, luego n=200.
Como N3=170 y nz=30, entonces

N,=N3-n;=170-30=140.

Ademas al ser n1=60, tenemos que
n2=N2-n1=140-60=80.

Por otro lado podemos calcular n, teniendo en cuenta que conocemos la frecuencia relativa
correspondiente:

Ja=— == na=fa-n=0,1x200=20

Asi:
N4=n4+N3=20+1 70 =190.

Este ultimo calculo nos permite obtener
n5=N5-N4=200-1 90=10.

Al haber calculado todas las frecuencias absolutas, es inmediato obtener las relativas:

fi = % = % =03
- Ma_ 30
i = 2= 2#}] =0,15
= Bs_ U _
fﬁ - n - 2{"] - uruﬁ
Escribimos entonces la tabla completa:
| li-1 — I A Y
| 0-10 60 | 03 | 60
| 10-20 80 | 04 | 140
| 20 - 30 30 | 015 | 170
| 30 - 100 20 | o1 | 190
| 100 — 200 .10 | 005 | 200
| 200 |

1.4.2.1 Eleccion de las clases

En cuanto a la eleccion de las clases, deben seguirse los siguientes criterios en funcion del tipo de
variable que estudiemos:

Basado en el Manual “Bioestadistica:
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e Cuando se trate de variables cualitativas o cuasicuantitativas, las clases c; seran de tipo nominal
e En el caso de variables cuantitativas, existen dos posibilidades:

Si la variable es discreta, las clases seran valores numéricos T1,--- ’m"; Si la variable es
continua las clases vendran definidas mediante lo que denominamos intervalos. En este caso,
las modalidades que contiene una clase son todos los valores numéricos posibles contenidos en
el intervalo

La marca de clase no es mas que una forma abreviada de representar un intervalo mediante uno de sus
puntos. Por ello hemos tomado como representante, el punto medio del mismo. Esto esta plenamente
justificado si recordamos que cuando se mide una variable continua como el peso, la cantidad con cierto
numero de decimales que expresa esta medicién, no es el valor exacto de la variable, sino una medida
que contiene cierto margen de error, y por tanto representa a todo un intervalo del cual ella es el centro.

En el caso de variables continuas, la forma de la tabla estadistica es la siguiente:

|Interv. |M. clase ‘Frec. Abs. ‘Frec. Rel. ‘Frec. Abs. Acum. |Frec. Rel. Acum.
I O O A [ -

o - 14 Cq nq f1=f_-:;l Ni=ny F1=f1

- | - | | |

bih g fi =5 INeteen, =R

- | - | | |

her I | i e fie =72 IN=n F =1

L] n L |

1.4.2.2 Eleccioén de intervalos para variables continuas

A la hora de seleccionar los intervalos para las variables continuas, se plantean varios problemas como
son el numero de intervalos a elegir y sus tamafos respectivos.

El primer intervalo, |y -- |1, podemos a cerrarlo en el extremo inferior para no excluir la observacién mas
pequefa.

Este es un convenio que tomaremos en las paginas que siguen. El considerar los intervalos por el lado
izquierdo y abrirlos por el derecho no cambia de modo significativo nada de lo que expondremos.

El nimero de intervalos, k, a utilizar no esta determinado de forma fija y por tanto tomaremos un k que
nos permita trabajar comodamente y ver bien la estructura de los datos; Como referencia nosotros
tomaremos una de los siguientes valores aproximados:

vn si n no es muy grande,
N°® intervalos = k =
1+3,221logn en otro caso.

Por ejemplo si el numero de observaciones que tenemos es n=100, un buen criterio es agrupar las

observaciones en k=vy 1':"'_'=mintervalos. Sin embargo si tenemos n=1.000.000, sera mas

razonable elegir k = 1+ 3,22 logn = 20intervalos, que ¥ = V' 1-000.000 =1.000

La amplitud de cada intervalo
a; = li-liq

Basado en el Manual “Bioestadistica:
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suele tomarse constante, considerando la observacion mas pequefa y mas grande de la poblacion

(respectivamente lo= LTminy Ik = Zmax ) para calcular la amplitud total, A, de la poblacion
A= /k - I0

Asi la division en intervalos podria hacerse tomando:

lo = Zmm
i = lo+a
Iy = Zmex =lo+ka

1.4.2.3 Observacion

Podria ocurrir que la cantidad a fuese un numero muy desagradable a la hora de escribir los intervalos
(ej. a=10,325467). En este caso, es recomendable variar simétricamente los extremos,

lp < Zmin < Tmax <l , de forma que se tenga que a es un niumero mas simple (ej. a=10).
Recorrido: ¥max — Tmin
Amplitud: a=/; - I
_ i+l
T2

Marca de clase:

. age L g = f-’ - ¥
Frecuencias rectificadas: ai K
Ejemplo

Sobre un grupo de n=21 personas se realizan las siguientes observaciones de sus pesos, medidos en
kilogramos:

‘.X’\-i-m‘l,:tg,...,.'rgl

8 21 [s4 10 o0 [0
6 587 /53 63 58 66
70727153 70 en ot

Agrupar los datos en una tabla estadistica.

Solucion:

En primer lugar hay que observar que si denominamos X a la variable ““peso de cada persona" esta es
una variable de tipo cuantitativa y continua. Por tanto a la hora de ser ordenados los resultados en una
tabla estadistica, esto se ha de hacer agrupandolos en intervalos de longitud conveniente. Esto nos lleva
a perder cierto grado de precisién. Para que la perdida de informacion no sea muy relevante seguimos el

criterio de utilizar k ~ "'-"f_ =V 21intervalos (no son demasiadas las observaciones). En este punto
podemos tomar bien k=4 o bien k=5. Arbitrariamente se elige una de estas dos posibilidades. Por
ejemplo, vamos a tomar k=5.

Lo siguiente es determinar la longitud de cada intervalo, a; Yi=1,...,5. Lo mas comodo es tomar la
misma longitud en todos los intervalos, a=a (aunque esto no tiene por qué ser necesariamente asi),
donde

Basado en el Manual “Bioestadistica:
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A 33
a E = E = ﬁ,ﬁ
!0 = Zmin =39
Is = Zmaz=T2

Entonces tomaremos k=5 intervalos de longitud a=6,6comenzando por lo=x,,,=39 y terminando en 15=33:

‘ ‘Intervalos ’M. clase ‘f.a. ‘f.r. |f.a.a. |f.r.a.
e f N, |F
i=1]39-456 (423 |3 01428 (3  |0,1428
i=2456--52,2 (489 |2 0,952 |5  |0,2381
i=3|52,2--588 555 |6 02857 |11 |0,5238
i=4|588--654 62,1 |3 01428 14 |0,6667
i=5654--72 (687 |7 [03333[21 |m1

| T

Ci n;

Otra posibilidad a la hora de construir la tabla, y que nos permite que trabajemos con cantidades mas
simples a la hora de construir los intervalos, es la siguiente. Como la regla para elegir |y y Is no es muy
estricta podemos hacer la siguiente eleccion:

a =7

A = 4&'-5=35

d = A-A=35-33=2
Ih = mmh—§=39—1=38
Iy = xmw+g=?2+1='?3

ya que asi la tabla estadistica no contiene decimales en la expresién de los intervalos, y el exceso d,
cometido al ampliar el rango de las observaciones desde A hasta A', se reparte del mismo modo a los
lados de las observaciones menores y mayores:

‘ ‘Intervalos ‘M. clase |f.a. |f.r. ‘f.a.a. ‘f.r.a.

‘ lq == 1; ci |n,— |ﬁ- ’N,- ’Fi
i=138-45 (415 (3 [0,1428|3  |0,1428
=2 |45-52 (485 |2 |0,0952 |5  |0,2381
i=3|52-59 |555 |7 (03333 |12 05714
i=4 5066 (625 |3 [0,1428 |15 |0,7143
i=5|66-73 |69,5 |6 (02857 |21 |1

| 2 e |

8
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Hemos visto que la tabla estadistica resume los datos que disponemos de una poblacion, de forma que
ésta se puede analizar de una manera mas sistematica y resumida . Para darnos cuenta de un sélo
vistazo de las caracteristicas de la poblacién resulta aun mas esclarecedor el uso de graficos y
diagramas, cuya construccién abordamos en esta seccion.

1.5.1 Graficos para variables cualitativas

Los graficos mas usuales para representar variables

Diagramas de barras:
Siguiendo la figura 1.1, representamos en el eje
frecuencias absolutas o bien, las frecuencias relativa

de tipo nominal son los siguientes:

de ordenadas las modalidades y en abscisas las
s. Si, mediante el gréfico, se intenta comparar varias

poblaciones entre si, existen otras modalidades, como las mostradas en la figura 1.2. Cuando los
tamarios de las dos poblaciones son diferentes, es conveniente utilizar las frecuencias relativas, ya que

en otro caso podrian resultar engafiosas.

Figura: Diagrama de barras para una variable cualitativa.

Figura: Diagramas de barras para comparar una variable
cualitativa en diferentes poblaciones. Se ha de tener en
cuenta que la altura de cada barra es proporcional al
numero de observaciones (frecuencias relativas).

Accidentes de Trabajo por Comunidad Auténoma, en las cinco que
tienen frecuencia mas alta en nimero absoluto. Espafia, afio 2000.
Datos Fuente: INHST
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Accidentes de Trabajo por Comunidad Auténoma, en las cinco que
tienen frecuencia mas alta en nimero absoluto. Espaiia, afios 2000 y
2002 (Enero-Septiembre). Datos Fuente: INHST
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Diagramas de sectores

(también llamados tartas). Se divide un circulo en tantas porciones como clases existan, de modo que a

cada clase le corresponde un arco de circulo proporc

ional a su frecuencia absoluta o relativa (figura 1.3).

Como en la situacion anterior, puede interesar comparar dos poblaciones. En este caso también es

aconsejable el uso de las frecuencias relativas (

porcentajes) de ambas sobre graficos como los

anteriores. Otra posibilidad es comparar las 2 poblaciones usando para cada una de ellas un diagrama

semicircular, al igual que en la figura 1.4. Sean n1 < N2 los tamanos respectivos de las 2 poblaciones.
La poblacion mas pequefia se representa con un semicirculo de radio rqy la mayor con otro de radio r,.
La relacion existente entre los radios, es la que se obtiene de suponer que la relacion entre las areas de
las circunferencias es igual a la de los tamafios de las poblaciones respectivas.

Figura: Diagrama de sectores

Figura: Diagrama de sectores para comparar dos
poblaciones
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Habito de fumar en un grupo de trabajadores. Espafa, 2002 Habito de fumar en un grupo de trabajadores. Espafia, 2002

Sanos, n=274
NO Fumador 29%

Exfumador

EX-Fumador 38%

Fumador 33%

Pictogramas

Expresan con dibujos alusivo al tema de estudio las frecuencias de las modalidades de la variable. Estos
graficos se hacen representado a diferentes escalas un mismo dibujo, como vemos en la figura 1.5.

Figura: Pictograma. Las areas son proporcionales a las
frecuencias.

Tasa de accidentalidad laboral por mil trabajadores activos (Accidentes
de Trabajo con baja). Espafia, afios 1991 y 2000. Datos Fuente: INHST

Ao 2000: 37,8 por mil

Ao 1991: 30,5 por mil

El escalamiento de los dibujos debe ser tal que el area de cada uno de ellos sea proporcional a la
frecuencia de la modalidad que representa. Este tipo de graficos suele usarse en los medios de
comunicacion, para que sean comprendidos por el publico no especializado, sin que sea necesaria una
explicacion compleja.

1.5.2 Graficos para variables cuantitativas

Para las variables cuantitativas, consideraremos dos tipos de graficos, en funcién de que para realizarlos
se usen las frecuencias (absolutas o relativas) o las frecuencias acumuladas:

Diagramas diferenciales:
Son aquellos en los que se representan frecuencias absolutas o relativas. En ellos se representa el
numero o porcentaje de elementos que presenta una modalidad dada.

Diagramas integrales:

Son aquellos en los que se representan el nimero de elementos que presentan una modalidad inferior o
igual a una dada. Se realizan a partir de las frecuencias acumuladas, lo que da lugar a graficos
crecientes, y es obvio que este tipo de graficos no tiene sentido para variables cualitativas.

Segun hemos visto existen dos tipos de variables cuantitativas: discretas y continuas. Vemos a
continuacion las diferentes representaciones graficas que pueden realizarse para cada una de ellas asi
como los nombres especificos que reciben.

10
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1.5.2.1 Graficos para variables discretas

Cuando representamos una variable discreta, usamos el diagrama de barras cuando pretendemos hacer
una grafica diferencial. Las barras deben ser estrechas para representar el que los valores que toma la
variable son discretos. El diagrama integral o acumulado tiene, por la naturaleza de la variable, forma de
escalera. Un ejemplo de diagrama de barras asi como su diagrama integral correspondiente estan
representados en la figura 1.6.

Ejemplo
Se lanzan tres monedas al aire en 8 ocasiones y se contabiliza el nimero de caras, X, obteniéndose los
siguientes resultados:

X~»2,1,0,1,3,2,1,2

Representar graficamente el resultado.
Solucién: En primer lugar observamos que la variable X es cuantitativa discreta, presentando las
modalidades:

X €0,1,2,3

Ordenamos a continuacion los datos en una tabla estadistica, y se representa la misma en la figura 1.6.

Figura: Diagrama diferencial (barras) e integral para una variable discreta. Obsérvese que el diagrama integral
(creciente) contabiliza el numero de observaciones de la variable inferiores o iguales a cada punto del eje de
abscisas

Frecuencias Absolutas Frecuencias Absolutas Acumuladas
Numero de veces que sale cara, en ocho tiradas de tres monedas Numero de veces que sale cara, en ocho tiradas de tres monedas
4 12
g 1, ]
g g
o 2 o 5
2 23
! 2
I | |-
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
Numero de caras Numero de caras
‘ X; ‘ n; ‘ fi ‘ N; ‘ Fi
o0 1 |’ |18
o1 3 | 3 | 4 | 4
o2 | 3 | 3 | 7 | 78
3 | 1 | w8 | 8 | sm
| o8 1 |
Ejemplo
Clasificadas 12 familias por su numero de hijos se obtuvo: |
\Numero de hijos (x) | 1 | 2 |3 |4 |
| Frecuencias (n;) ‘ 1 | 3 ‘ 5 | 3 ‘
11
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Comparar los diagramas de barras para frecuencias absolutas y relativas. Realizar el diagrama
acumulativo creciente.
Solucién: En primer lugar, escribimos la tabla de frecuencias en el modo habitual:

‘Variable ‘F. Absolutas ‘F. Relativas ‘F. Acumuladas
(v [ w [ & [
I | 0083 | 1
2 | 3 | 0250 | 4
3 | 5 | 0416 | 9
4 | 3 | 0280 | 12
e 1|

Con las columnas relativas a x; y n; realizamos el diagrama de barras para frecuencias absolutas, lo que
se muestra en la figura 1.7. Como puede verse es identico (salvo un cambio de escala en el eje de
ordenadas) al diagrama de barras para frecuencias relativas y que ha sido calculado usando las
columnas de x; y f.. El diagrama escalonado (acumulado) se ha construido con la informacién procedente
de las columnas x; y N..

Figura: Diagramas de frecuencias para una variable discreta

Frecuencias Absolutas Frecuencias Absolutas Acumuladas
Numero de hijos por familia Numero de hijos por familia
6 13
12
1
5
8 & 10
= T 9
g £
g4 g 8
3 87
o3 o6
g s
E 2 Z 4
3
2
1 1 e
0
0 1 2 3
1 2 3 4 Numero de Hiios
Numero de Hiios

1.5.2.2 Graficos para variables continuas

Cuando las variables son continuas, utilizamos como diagramas diferenciales los histogramas y los
poligonos de frecuencias.

Un histograma se construye a partir de la tabla estadistica, representando sobre cada intervalo, un
rectangulo que tiene a este segmento como base. El criterio para calcular la altura de cada rectangulo es
el de mantener la proporcionalidad entre las frecuencias absolutas (o relativas) de cada intervalo y el
area de los mismos.

El poligono de frecuencias se construye facilmente si tenemos representado previamente el histograma,
ya que consiste en unir mediante lineas rectas los puntos del histograma que corresponden a las marcas
de clase. Para representar el poligono de frecuencias en el primer y ultimo intervalo, suponemos que
adyacentes a ellos existen otros intervalos de la misma amplitud y frecuencia nula, y se unen por una
linea recta los puntos del histograma que corresponden a sus marcas de clase. Obsérvese que de este
modo, el poligono de frecuencias tiene en comun con el histograma el que las areas de la graficas sobre

12
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un intervalo son idénticas. Ver ambas graficas diferenciales representadas en la parte superior de la

figura 1.8.

El diagrama integral para una variable continua se denomina también poligono de frecuencias
acumulado, y se obtiene como la poligonal definida en abscisas a partir de los extremos de los intervalos
en los que hemos organizado la tabla de la variable, y en ordenadas por alturas que son proporcionales
a las frecuencias acumuladas. Dicho de otro modo, el poligono de frecuencias absolutas es una primitiva
del histograma. Véase la parte inferior de la figura 1.8, en la que se representa a modo de ilustracion los
diagramas correspondientes a la variable edad, de la poblacién que puede vincularse al proceso
productivo:

Edad Ci n; N;
17 2564 2564
15-19
20-24 22 3208 5772
25-29 27 3373 9145
30-34 32 3276 12421
35-39 37 3123 15544
40-44 42 2847 18391
45-49 47 2493 20884
50-54 52 2409 23293
55-59 57 2131 25424
60-64 62 1899 27323

Figura: Diagramas diferenciales e integrales para una variable continua.

Diagramas diferenciales

Distribucién de la Poblacién en edad de trabajar. Espafia, afio 2000

Diagrama Acumulado

Distribucién Acumulada de la Poblacion en edad de trabajar. Espafia, afio 2000

4000 30000
[’} —_
= 3500 - b
E — T 25000
8 3000 _ &
8 20000
£ 2500 g
Q o
8 2000 1 £ 15000
o o
© 4 [
g 1900 %10000-
£ 1000 1 s
© f=4 4
O 500 | § 500
0 . . . | : : : : : 0+ |
17 22 27 32 37 42 47 52 57 62 17 22 27 3% 37 42 47T 52 57 62
Edad Edad
Grupo de edad Grupo de edad
° 3 8 3 83 %3 8 3 ° 3 8§ 3 83 %3 8 3
L g & K B 2 v K 8B 2 Y 8 & K 8B 2 v g 8 2
Ejemplo

La siguiente distribucion se refiere a la duracion en horas (completas) de un lote de 500 tubos:

‘ Duracion en horas ‘ Numero de tubos
| 300 -- 500 | 50

| 500 -- 700 | 150

| 700 - 1.100 | 275

| més de 1.100 | 25

| | Total 500

13
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o Representar el histograma de frecuencias relativas y el poligono de frecuencias.
e Trazar la curva de frecuencias relativas acumuladas.
e  Determinar el nUmero minimo de tubos que tienen una duracién inferior a 900 horas.

Solucién: En primer lugar observamos que la variable en estudio es discreta (horas completas), pero al
tener un rango tan amplio de valores resulta mas conveniente agruparla en intervalos, como si de una
variable continua se tratase. La consecuencia es una ligera perdida de precision.

El ultimo intervalo esta abierto por el limite superior. Dado que en él hay 25 observaciones puede ser
conveniente cerrarlo con una amplitud “‘razonable". Todos los intervalos excepto el tercero tienen una
amplitud de 200 horas, luego podriamos cerrar el ultimo intervalo en 1.300 horas™2.

Antes de realizar el histograma conviene hacer una observacién importante. El histograma representa las
frecuencias de los intervalos mediante areas y no mediante alturas. Sin embargo nos es mucho mas facil
hacer representaciones graficas teniendo en cuenta estas ultimas. Si todos los intervalos tienen la misma
amplitud no es necesario diferenciar entre los conceptos de area y altura, pero en este caso el tercer
intervalo tiene una amplitud doble a los demas, y por tanto hay que repartir su area en un rectangulo de
base doble (lo que reduce su altura a la mitad).

Asi sera conveniente afadir a la habitual tabla de frecuencias una columna que represente a las
amplitudes a; de cada intervalo, y otra de frecuencias relativas rectificadas, f', para representar la altura
del histograma. Los graficos requeridos se representan en las figuras 1.9 y 1.10.

n;

a; fi |fi' ’Fi
1300--500 (200 (50 /0,10 0,10 |0,10
1500700 200 (150 (0,30 |0,30 |0,40
1700 - 1.100 400 275 0,55 0,275 0,95
1100 - 1.300 200 (25 (0,05 0,05 |1,00
| s [

‘ Intervalos
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Figura: Histograma. Obsérvese que la altura del
histograma en cada intervalo es f; que coincide en
todos con f;salvo en el intervalo 700 -- 1.100 en el

que fi" =1/2f; ya que la amplitud de ese
intervalo es doble a la de los demas.

Figura: Diagrama acumulativo de frecuencias
relativas

Proporcién de bombillas

0,35
0,3

T 0275

o
w
=}

o
N
o

0,20

0,15

0,1

0,10

0,005

0,05 900 —‘
v

300 500 700 1100 1200

Intervalos de duracién en horas

Proporcién de bombillas

1,000

0,950

0,675

0,400

0,100

300 500 700 900 1100 1200

Intervalos de duracién en horas

Por otro lado, mirando la figura 1.9 se ve que sumando frecuencias relativas, hasta las 900 horas de
duracion hay 0,10 + 0,30 + 0,275 = 0,675 = 67,5 % de los tubos.

Esta cantidad se obtiene de modo mas directo viendo a qué altura corresponde al valor 900 en el
diagrama de frecuencias acumuladas (figura 1.10).

Como en total son 500 tubos, el nimero de tubos con una duracién igual o menor que 900 horas es

0,675 x 500 = 337,5

, redondeando, 338 tubos.

‘Tabla: Principales diagramas segun el tipo de variable.

Tipo de variable ‘

Diagrama

V. Cualitativa ‘ Barras, sectores, pictogramas

V. Discreta ‘ Diferencial (barras)

V. Continua ‘Diferencial (histograma, poligono de frecuencias)

| ‘ Integral (en escalera)

’ Integral (diagramas acumulados)

1.6 Problemas

Ejercicio 1..1. Clasificar las siguientes variables:

CoNIOR~WN =

Preferencias politicas (izquierda, derecha o centro).

Marcas de cerveza.

Velocidad en Km/h.

El peso en Kg.

Signo del zodiaco.

Nivel educativo (primario secundario, superior).
Anos de estudios completados.

Tipo de ensefianza (privada o publica).
Numero de empleados de una empresa.

15
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10. La temperatura de un enfermo en grados Celsius.
11. La clase social (baja, media o alta).

2
12. La presion de un neumatico en Nw/cm
Ejercicio 1..2. Clasifique las variables que aparecen en el siguiente cuestionario.

1. ¢Cudl es su edad?
2. Estado civil:
(a) Soltero
(b) Casado
(c) Separado
(d) Divorciado
(e) Viudo

3. ¢Cuanto tiempo emplea para desplazarse a su trabajo?

4. Tamano de su municipio de residencia:
(a) Municipio pequefio (menos de 2.000 habitantes)
(b) Municipio mediano (de 2.000 a 10.000 hab.)
(c) Municipio grande (de 10.000 a 50.000 hab.)
(d) Ciudad pequefia (de 50.000 a 100.000 hab.)
(e) Ciudad grande (mas de 100.000 hab.)
5. ¢Esta afiliado a la seguridad social?

Ejercicio 1..3.

En el siguiente conjunto de datos, se proporcionan los pesos (redondeados a libras) de nifios nacidos en
cierto intervalo de tiempo:
4,8,4,6,8,6,7,7,7,8,10,9,7,6,10,8,5,9,6,3,7,6,4,7,6,9,7,4,7,6,8,8,9,11,8,7,10, 8, 5, 7,
7,6,5,10,8,9,7,5,6,5.

1. Construir una distribucion de frecuencia de estos pesos.

2. Encontrar las frecuencias relativas.

3. Encontrar las frecuencias acumuladas.

4. Encontrar las frecuencias relativas acumuladas.

5. Dibujar un histograma con los datos.

6. ¢Por qué se ha utilizado un histograma para representar estos datos, en lugar de una grafica de
barras?

16
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2. Medidas descriptivas

2.1 Introduccion

Los fendmenos bioldgicos no suelen ser constantes, por lo que sera necesario que junto a una medida
que indique el valor alrededor del cual se agrupan los datos, se asocie una medida que haga referencia a
la variabilidad que refleje dicha fluctuacion.

En este sentido pueden examinarse varias caracteristicas, siendo las mas comunes:

La tendencia central de los datos;

La dispersion o variacion con respecto a este centro;
Los datos que ocupan ciertas posiciones.

La simetria de los datos.

La forma en la que los datos se agrupan.

Figura: Medidas representativas de un conjunto de datos estadisticos
posicion

1/4 3/4
centro :

: : asimetria
dispersion

A lo largo de este capitulo, y siguiendo este orden, iremos estudiando los estadisticos que nos van a
orientar sobre cada uno de estos niveles de informacion: valores alrededor de los cuales se agrupa la
muestra, la mayor o menor fluctuacién alrededor de esos valores, nos interesaremos en ciertos valores
que marcan posiciones caracteristicas de una distribucion de frecuencias asi como su simetria y su
forma.
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2.2 Estadisticos de tendencia central

Las tres medidas mas usuales de tendencia central son:

la media,
la mediana,
la moda.

En ciertas ocasiones estos tres estadisticos suelen coincidir, aunque generalmente no es asi. Cada uno
de ellos presenta ventajas e inconvenientes.

2.2.1 La media

La media aritmética de una variable estadistica es la suma de todos sus posibles valores, ponderada por
las frecuencias de los mismos. Es decir, si la tabla de valores de una variable X es

e

e e[

la media es el valor que podemos escribir de las siguientes formas equivalentes:

T = nifit+.---+zrfr

1
= . (z1m1 +...2xn8)

1 k
E Ea":iﬂi

i=1

Si los datos no estan ordenados en una tabla, entonces

n+...+ &,
n

T =

2.2.1.1 Proposicién

La suma de las diferencias de la variable con respecto a la media es nula, es decir,
T
Z{a":i —-z)=0
=1

Demostracion
Basta desarrollar el sumatorio para obtener

i(m—ﬁ}:(ml—E}+...+(m,,—§}=(x1 +.oH ) —NT=nT—nE=0

=1

Este resultado nos indica que el error cometido al aproximar un valor cualquiera de la variable, por
ejemplo x4, mediante el valor central &, es compensado por los demas errores:
18
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Error aprox. de @ = 7 —T= Z(-‘v*i - )

Si los errores se consideran con signo positivo, en este caso no pueden compensarse. Esto ocurre si
tomamos como medida de error alguna de las siguientes:

Z(m —72>0  Error cuadritico

i=1

TE
Y |2;—%|>0  Error absoluto
=1

max |#; —ZF|>0  Error miximo

=1,...

gue son cantidades estrictamente positivas si algin &i T,

2.2.1.2 Ejemplo

Obtener las desviaciones con respecto a la media en la siguiente distribucion y comprobar que su suma

es cero.
oo It

Solucioén:
-1l | ’: X; ;i 2 =T | (25 — T)n;
0-10 1[5 [5 19 -9
10-20(2  [15/30 -9 18
20-30[4 [25[100 +1 [+a
30-40[3  [35][105 +11 [+33
‘ n1or‘zmﬂt 2411‘ ‘Z=ﬂ

La media aritmética es:
1 240
F=_ T = — =24
n Z 10

Como se puede comprobar sumando los elementos de la ultima columna,

Z(&*i —Z)-ni=0
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2.2.1.3 Proposicién (Konig)

Para cualquier posible valor k que consideremos como candidato a medida central, & lo mejora en el
sentido de los minimos cuadrados, es decir

S -2 <@ -k s k#E

Demostracion

Sea k # . Veamos que el error cuadratico cometido por kes mayor que el de .

3 (s - P

Y lzi— (k—%+7%)]*> (sumandoy restando 7 )

=1

= Y lzi-%-(k-=%)]" (y usando el binomio de Newton...)
=1

= i{.«;ﬁ -7 -2(z- k) i(m - E}+iik -7)’

i=1 i=1
0 ﬂ[k—;}"}ﬂ
n
—3 2
> Y (z:-7)

=1

2.2.1.4 Proposicion (Linealidad de la media)
Y =a+bX=y=a+bT

2.2.1.5 Proposicion
Dados r grupos con ny, ns, ..., nobservaciones y siendo T , ﬁg, zr las respectivas medias de cada

n=mnm+---+n- observaciones es

uno de ellos. Entonces la media de las
T +...+ 0 Tr

n1+-..+ﬂr

F=

Demostracion

Vamos a llamar x; a la j-€sima observacion del grupo i; Entonces tenemos

#1 = X5 2ij) /m

1°7 grupo — 211 ... Zin,
2° grupo —F T21 ... Lop, — Ty = E?:l Tij J'F Mg
raaima u — .. _ o
grupo Tl e & = (E:;l .."‘;,-j) fﬂ,-

Asi, agrupando convenientemente las observaciones se llega a que
20
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(211 +---+Z1p)+(Zaa+ -+ Zap, )+ -+ (2 + -+ 20n,)
ny+nz+...+n;

“1§1+-..+ﬂr§r
T

2.2.1.6 Observacion

A pesar de las buenas propiedades que ofrece la media, ésta posee algunos inconvenientes:

Uno de ellos es que es muy sensible a los valores extremos de la variable: ya que todas las
observaciones intervienen en el calculo de la media, la apariciéon de una observacion extrema, hara que
la media se desplace en esa direccion. En consecuencia,

e no es recomendable usar la media como medida central en las distribuciones muy asimétricas;

e Depende de la division en intervalos en el caso de variables continuas.

e Siconsideramos una variable discreta, por ejemplo, el nimero de hijos en las familias de Malaga
el valor de la media puede no pertenecer al conjunto de valores de la variable; Por ejemplo

T = 2'5hijos.
2.2.1.7 Calculo abreviado

Se puede utilizar la linealidad de la media para simplificar las operaciones necesarias para su calculo
mediante un cambio de origen y de unidad de medida. El método consiste en lo siguiente:

1. Tomamos a un numero que exprese aproximadamente el tipo de unidad con la que se trabaja. Por
ejemplo, si las unidades que usamos son millones, tomamos a=1.000.000.

2. Seleccionamos un punto cualquiera de la zona central de la tabla, x,. Este punto jugara el papel de
origen de referencia.

3. Cambiamos a la variable

T=aZ+ 1

4. Construimos de este modo la tabla de la variable Z, para la que es mas facil calcular Z directamente, y
después se calcula Fmediante la relacion (2.2).

2.2.1.8 Medias generalizadas

En funcion del tipo de problema varias generalizaciones de la media pueden ser consideradas. He aqui
algunas de ellas aplicadas a unas observaciones X, ..., X!

2.2.2 La mediana

Consideramos una variable discreta X cuyas observaciones en una tabla estadistica han sido ordenadas
de menor a mayor. Llamaremos mediana, Mcq al primer valor de la variable que deja por debajo de si al

5{'%de las observaciones. Por tanto, si n es el numero de observaciones, la mediana correspondera a la

observacion [n/2]+1, donde representamos por [']Ia parte entera de un nimero.
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Figura: Calculo geométrico de la mediana

En el caso de variables continuas, las clases vienen dadas por intervalos, y aqui la férmula de la
mediana se complica un poco mas (pero no demasiado): Sea (l..1,l] el intervalo donde hemos encontrado

que por debajo estan el 5{“}';‘E}de las observaciones. Entonces se obtiene la mediana a partir de las
frecuencias absolutas acumuladas, mediante interpolacion lineal (teorema de Thales) como sigue (figura
2.2).

m

CC' BB M E_Ni—l
AC — AB @i Mg —liy
g N;_4
— Mﬁd - It—l + [+ ¥
T

2.2.2.1 Observacion

La relacion (2.2) corresponde a definir para cada posible observacion, & € (If—lrli], su frecuencia
relativa acumulada, F(x), por interpolacion lineal entre los valores F(l.1) = Fi.1 y F(l}) = F; de forma que

F(l;) - F(;)
@;

F(z) = F(Ij_lj o8 (z — Ij_l)

F(Med) =3

De este modo, Mgy es el punto donde ~ 2. Esto equivale a decir que la mediana divide al

|

histograma en dos partes de areas iguales a 2 .

2.2.2.2 Observacion
Entre las propiedades de la mediana, vamos a destacar las siguientes:

¢ Como medida descriptiva, tiene la ventaja de no estar afectada por las observaciones extremas,
ya que no depende de los valores que toma la variable, sino del orden de las mismas. Por ello es
adecuado su uso en distribuciones asimétricas.

e Es de célculo rapido y de interpretacion sencilla.

e A diferencia de la media, la mediana de una variable discreta es siempre un valor de la variable
que estudiamos (ej. La mediana de una variable numero de hijos toma siempre valores enteros).
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e Si una poblacion esta formada por 2 subpoblaciones de medianas Mgy Y Mego, SOl0 se puede
afirmar que la mediana, M.y, de la poblacién estd comprendida entre Megy Y Meg2

Medl < Mad < Madﬂ

e El mayor defecto de la mediana es que tiene unas propiedades matematicas complicadas, lo que
hace que sea muy dificil de utilizar en inferencia estadistica.

e Es funcion de los intervalos escogidos.

e Puede ser calculada aunque el intervalo inferior o el superior no tenga limites.

e La suma de las diferencias de los valores absolutos de n puntuaciones respecto a su mediana es
menor o igual que cualquier otro valor. Este es el equivalente al teorema de Konig (proposicion
2.1) con respecto a la media, pero donde se considera como medida de dispersion a:

n
>l zi— M|
=1

2.2.2.3 Ejemplo

Sea X una variable discreta que ha presentado sobre una muestra las modalidades

X~257,912=7=1T, Meg =7

Si cambiamos la ultima observacion por otra anormalmente grande, esto no afecta a la mediana, pero si
a la media:

X ~+25,7,9125 =7 =29,6; Mga=7

En este caso la media no es un posible valor de la variable (discreta), y se ha visto muy afectada por la
observacion extrema. Este no ha sido el caso para la mediana.

2.2.2.4 Ejemplo

Obtener la media aritmética y la mediana en la distribucion adjunta. Determinar graficamente cual de los

dos promedios es mas significativo.
liq - ; ’7
10- 20
20-30
30- 100

\_WTT

1100 - 500° 500
Solucion:
lia - 1; n; ai|Xi|Xxin ‘Ni ‘ n'
0-10 |60 |10 |5 |300 60 |60
10-20 |80 |10 |15 |1.200 1140 |80
20-30 (30 |10 |25 |750 1170 |30
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130-100 (20 |70 |65 |1.300 1190 |2,9
1100-500 (10 400 |300 |3.000 1200 \o 25

|
n=200 ‘ ‘ ‘ S zin; = 6.550 ‘ ‘

La media aritmética es:

1 6.550
La primera frecuencia absoluta acumulada que supera el valor n/2=100 es N;=140. Por ello el intervalo
mediano es [10;20). Asi:

_ ﬂ-fﬂ i i _ lm_ﬁﬂ _

Para ver la representatividad de ambos promedios, realizamos el histograma de la figura 2.3, y

observamos que dada la forma de la distribucion, la mediana es mas representativa que la media.

Figura: Para esta distribucion de frecuencias es mas util usar como estadistico de
tendencia central la mediana que la media.

Mediana

2.2.3 La moda

Llamaremos moda a cualquier maximo relativo de la distribucién de frecuencias, es decir, cualquier valor
de la variable que posea una frecuencia mayor que su anterior y su posterior.

Figura: Calculo geométrico de la moda
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En el caso de variables continuas es mas correcto hablar de intervalos modales. Una vez que este
intervalo, (li.1, Ii], se ha obtenido, se utiliza la siguiente férmula para calcular la moda, que esta motivada
en la figura 2.4:

HC _H'C _ HC+HC
AB ~ A'B' =~  AB+ A'B

Mada - '!i—l - a;
ni — Ni—1 (ni — ni—1) + (ni — ni1)

=

i — Mi—1 a;
(ni = ni—1) + (i — nip1)

= | Mg =1li1 +

Observacion

De la moda destacamos las siguientes propiedades:

Es muy facil de calcular.

Puede no ser unica.

Es funcion de los intervalos elegidos a través de su amplitud, numero y limites de los mismos.
Aunque el primero o el ultimo de los intervalos no posean extremos inferior o superior
respectivamente, la moda puede ser calculada.

2.2.4 Relacion entre media, mediana y moda

En el caso de distribuciones unimodales, la mediana esta con frecuencia comprendida entre la media y la
moda (incluso mas cerca de la media).

En distribuciones que presentan cierta inclinacién, es mas aconsejable el uso de la mediana. Sin
embargo en estudios relacionados con propositos estadisticos y de inferencia suele ser mas apta la
media.

Veamos un ejemplo de calculo de estas tres magnitudes.

Ejemplo

Consideramos una tabla estadistica relativa a una variable continua, de la que nos dan los intervalos, las
marcas de clase c;, y las frecuencias absolutas, n;.

[Intervalos [c; [n;

oz 1z
\ZTE\T
FErEEPY

s 7/
S0 oz

Para calcular la media podemos afiadir una columna con las cantidades M€ | 5 suma de los términos

de esa columna dividida por n=12 es la media:
— o
N; | T Ci ‘

Intervalos F’;
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o2 [1zf
2 st fs
e sl
o 70

0 ozl
N IRC .

| | N O

oo
-
o

64 =
E—E—E,B

La mediana es el valor de la variable que deja por debajo de si a la mitad de las n observaciones, es
decir 6. Construimos la tabla de las frecuencias absolutas acumuladas, N;, y vemos que eso ocurre en la
modalidad tercera, es decir,

i = 3 Observacién
(li-1,4] = (46] Intervalo donde se encuentra la mediana

12
E_Ni—l - —3

Mﬁd = 11_1+2Tﬂi=4+ 24 2=5‘!5E{!1—1!Ii]

Para el célculo de la Im, lo primero es encontrar los intervalos modales, buscando los maximos
relativos en la columna de las frecuencias absolutas, n;. Vemos que hay dos modas, correspondientes a
las modalidades i=1, i=3. En el primer intervalo modal, (lo,1]=(0,2], la moda se calcula como

n; — Ni—1 2-0 =~
M. =I_,+ a; =0+ 2=1,3
oda =ML — gy )+ (N — gyg) 2-0)+(2-1)

El segundo intervalo modal es (l,,15]=(4;6], siendo la moda el punto perteneciente al mismo que se
obtiene como:

1= Mi_1 4-1

Moo =l G ) T @D+ -9

2=5,5

En este caso, como se ve en la figura 2.5, la moda no toma un valor Unico, sino el conjunto

Moia = {1,3; 5,5}

Figura: Diagramas diferencial e integral con calculo geométrico de la moda y de la mediana de la variable.
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. M.

1z} M 12474
|
10 107 |
| |
g g | |
ma A 1
g 6T = {
b
4 47 | | |
: Lo
e %_ Mogq 27 | | | |
el IR
1] 2 4 £ 8 10 0 2 1 B 8 10

2.3 Estadisticos de posicion

Para una variable discreta, se define el percentil de orden k, como la observacién, Py, que deja por

debajo de si el E'}}E}de la poblacion. Esta definicion nos recuerda a la mediana, pues como consecuencia
de la definicién es evidente que

Meq= Ps

Py € (li-1,1]

En el caso de una variable continua, el intervalo donde se encuentra , se calcula

buscando el que deja debajo de si al k%de las observaciones. Dentro de él, P, se obtiene segun la
relacion:

k
n——N;i

Po=l,+-—100 .
Tl

T

Por su propia naturaleza, el percentil puede estar situado en cualquier lugar de la distribucién, por lo que
no puede considerarsele como una medida de tendencia central.

Los cuartiles, Qy, son un caso particular de los percentiles. Hay 3, y se definen como:

G = Py
Q2 = Py = M4
Qs = Py

De forma analoga se definen los deciles como los valores de la variable que dividen a las observaciones
en 10 grupos de igual tamafio. Mas precisamente, definimos D4,D,, ..., Dg como:

D; = Py i=1,...,9

Los percentiles (que incluyen a la mediana, cuartiles y deciles) también son denominados estadisticos de
posicion.

2.3.1 Ejemplo

Dada la siguiente distribucién en el numero de hijos de cien familias, calcular sus cuartiles.
1 7 1|
‘7/ n; N; |
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o [
1o o
25
Az s
ey
sl
=T

Solucion:

1. Primer cuartil:
i
Z = 25; Primera N; > ﬂf4= 39; luego O =2

2. Segundo cuartil:

? — 50; Primera N; > 2n/4 = 65; luego Q5 = 3.

3. Tercer cuartil:

E'T“ = 75; Primera N; > 3n/4 = 85; luego Q5 =4.

2.3.2 Ejemplo

Calcular los cuartiles en la siguiente distribucién de una variable continua:
o-1[10 [0
2 |2
3-410 |44
N

Solucion:

1. Primer cuartil

N
— = 12,75; Primera N; > n/4 = 22; La linea i es la del intervalo [1;2)

4
T
— —N:,
4 1B
Oy =l + m ai=1+ D x1=1,23
2. Segundo cuartil:
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%“‘ = 25,5; Primera N; > 2n/4 = 34; La linea i es la del intervalo [2;3)

2n
- ~ Nia 25,5 — 22

o 5 x 1=2,29

Do=1li1+

3. Tercer cuartil

ETH = 38,25; Primera N; > 3n/4 = 44; La linea i es la del intervalo [3;4)
In N
- — N -
Qs =11 +4—ai=3+w x 1=3,445
T 10

2.3.3 Ejemplo

Han sido ordenados los pesos de 21 personas en la siguiente tabla:

)

Encontrar aquellos valores que dividen a los datos en 4 partes con el mismo numero de observaciones.

Solucién: Las cantidades que buscamos son los tres cuartiles: ¢, sz Q3. Para calcularlos, le
afiadimos a la tabla las columnas con las frecuencias acumuladas, para localizar qué intervalos son los
que contienen a los cuartiles buscados:

b |n [N

38 "45.’3_E_
wmrs
52--59 7 [12(3 @1, Qa2
so-oofs 5] |
66--736 |21 |3%s
| =

Qi Qs

e anriiantran an
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el intervalo 52--59, ya que
N;=12 es la primera f.a.a.
21 - lfd_-
que supera a y
21 - 2;’4
Qg
estd en 66--73, pues
Ns=21 es el primer N; mayor
21-3/4
que .
Asi se tiene que:
1
1 1 n—N;
—+21=52=i=3=>0 = Lia— @
4 N
5,25-5
= 524 >——-7=5225
2
1 n— N
_2].:1[',5:,51.:3:',1-92 = Ii_l+T.ai
1]
1 —
= 52+¥-?=5?,5
3
3 riide N;_1
—-21=15,75= i=5=03 = L +-—-a;
4 N
1 -1
= ﬁﬁ+#-?=ﬁﬁ,8ﬁ

Obsérvese que Q2 = M4 Estoes I6gico, ya que la mediana divide a la distribucién en dos partes con
el mismo numero de observaciones, y Qﬂ, hace lo mismo, pues es deja a dos cuartos de los datos por

arriba y otros dos cuartos por abajo.

2.3.4 Ejemplo

La distribuciéon de una variable tiene por poligono acumulativo de frecuencias el de la figura 2.6. Si el

numero total de observaciones es 50:

1. Elaborar una tabla estadistica con los siguientes elementos: intervalos, marcas de clase, frecuencia

absoluta, frecuencia absoluta acumulada, frecuencias relativa y frecuencias relativa acumulada.

2. Cuantas observaciones tuvieron un valor inferior a 10, cuantas inferior a 8 y cuantas fueron superior a

11.
3. Calcule las modas.
4. Determine los cuartiles.

Figura: Diagrama acumulado de frecuencias relativas.
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Solucion:

1. En la siguiente tabla se proporciona la informaciéon pedida y algunos calculos auxiliares que nos
permitiran responder a otras cuestiones.
Xi ’;

Intervalos ’:W

0-5  [10[10]02]03[25 52
5-7  |25[35[05[07[6 [2[125
7-12 |5 [40[0,1 (0,895 |51
12-15  [10[50 (02 [1 [135][7 [3,33

2. Calculemos el numero de observaciones pedido:

f

n;

fi

Fi

Tal2
7all

5
z

= = =3

5 —— b 3x5
#3 @

10 + 25+3 = 38 observaciones tomaron un valor inferior a 10

7al2 5 5 — 5 1x5
Ta8 T * 9 z - &= 5 1
10 + 25+1 = 36 observaciones tomaron un valor inferior a 8

7al2 ——_ 5 5 — — 5 4 x5
7all e T 4 g - FT=g5 =4

50 -(10 + 25+4) = 50-39=11 observaciones tomaron un valor superior a 11

3. Hay dos modas. Calculemos la mas representativa:

'Hai_|_1'r 1
it +naot ca; =5+ ——-2=5,066
i—1 i1

Mada=1i—l+ 2+ 1

4. Cuartiles:
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4-N; 12,5-1
Q=1 + ﬂ’"’—‘—l.ai=5+ M-E_E,E
n; 25
2n/4— N; -1
Q=1 +u -a; =5+ M.i:ﬁ}z
n; 25
4— N, -

2.4 Medidas de variabilidad o dispersion

Los estadisticos de tendencia central o posicion nos indican donde se sitia un grupo de puntuaciones.
Los de variabilidad o dispersion nos indican si esas puntuaciones o valores estan préximas entre si o si
por el contrario estdn o muy dispersas.

Una medida razonable de la variabilidad podria ser la amplitud o rango, que se obtiene restando el valor
mas bajo de un conjunto de observaciones del valor mas alto. Es facil de calcular y sus unidades son las
mismas que las de la variable, aunque posee varios inconvenientes:

¢ No utiliza todas las observaciones (solo dos de ellas);

e Se puede ver muy afectada por alguna observacién extrema;

e El rango aumenta con el numero de observaciones, o bien se queda igual. En cualquier caso
nunca disminuye.

En el transcurso de esta seccidn, veremos medidas de dispersién mejores que la anterior. Estas se
determinan en funcion de la distancia entre las observaciones y algun estadistico de tendencia central.

2.4.1 Desviacidon media, D,,

Se define la desviacion media como la media de las diferencias en valor absoluto de los valores de la
variable a la media, es decir, si tenemos un conjunto de n observaciones, Xx;, ..., X,, entonces

T
1
D, = — E |z; — =]
1 £
=1
Si los datos estan agrupados en una tabla estadistica es mas sencillo usar la relacion

k
1
D, =— r; — T| 1
=3 lei — 2l

i=1

Como se observa, la desviacién media guarda las mismas dimensiones que las observaciones. La suma
de valores absolutos es relativamente sencilla de calcular, pero esta simplicidad tiene un inconveniente:
Desde el punto de vista geométrico, la distancia que induce la desviacion media en el espacio de
observaciones no es la natural (no permite definir angulos entre dos conjuntos de observaciones). Esto
hace que sea muy engorroso trabajar con ella a la hora de hacer inferencia a la poblacion.

2.4.2 Varianza y desviacion tipica
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Como forma de medir la dispersion de los datos hemos descartado:

T
. Zi=1($i - E:' pues sabemos que esa suma vale 0, ya que las desviaciones con respecto a la
media se compensan al haber términos en esa suma que son de signos distintos.
e Para tener el mismo signo al sumar las desviaciones con respecto a la media podemos realizar la
suma con valores absolutos. Esto nos lleva a la D, pero como hemos mencionado, tiene poco
interés por las dificultades que presenta.

Si las desviaciones con respecto a la media las consideramos al cuadrado, ':mi _m}z, de nuevo
obtenemos que todos los sumandos tienen el mismo signo (positivo). Esta es ademas la forma de medir
la dispersion de los datos de forma que sus propiedades matematicas son mas faciles de utilizar. Vamos
a definir entonces dos estadisticos que seran fundamentales en el resto del curso: La varianza y la
desviacion tipica.

La varianza, §? , se define como la media de las diferencias cuadraticas de n puntuaciones con respecto
1 o _
§==3 (z; -z

n

i=1

a su media aritmética, es decir
Para datos agrupados en tablas, usando las notaciones establcidas en los capitulos anteriores, la

k
§? = i 3 (@i — 7

varianza se puede escibir como i=1

Una férmula equivalente para el calculo de la varianza esta basada en lo siguiente:

§ = =3 (@ -2’

i=1
1 n
= —) (2] -22:7+7)
n &
lem 5 .1 1 .,
= Ein—ExEE(mi}+Enm
=1 =1
—
=T
1 = 1 =
= HE::?—252+52=EZ¢?—52
i=1 i=1

Con lo cual se tiene

Si los datos estan agrupados en tablas, es evidente que

k
1 .
82=; E m?ﬂi—xz
=1
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La varianza no tiene la misma magnitud que las observaciones (ej. si las observaciones se miden en

metros, la varianza lo hace en metros’ ). Si queremos que la medida de dispersion sea de la misma
dimensionalidad que las observaciones bastara con tomar su raiz cuadrada. Por ello se define la

desviacion tipica, S, como

§=v§?

2.4.2.1 Ejemplo

Calcular la varianza y desviacion tipica de las siguientes cantidades medidas en metros:
3,3,4,4,5

Solucién: Para calcular dichas medidas de dispersion es necesario calcular previamente el valor con
respecto al cual vamos a medir las diferencias. Este es la media:

Z=(3+3+44+4+5)/5=23,8 metros

La varianza es:
2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2
S =;in—f =3(3 + 3% + 4% + 4% +-5%) — 3,87 = 0,56 metros
=1

siendo la desviacion tipica su raiz cuadrada:

S = V&2 = /0,56 = 0, 748 metros

Las siguientes propiedades de la varianza (respectivamente, desviacion tipica) son importantes a la hora
de hacer un cambio de origen y escala a una variable. En primer lugar, la varianza (resp. Desviacion
tipica) no se ve afectada si al conjunto de valores de la variable se le afiade una constante. Si ademas
cada observacién es multiplicada por otra constante, en este caso la varianza cambia en relacién al
cuadrado de la constante (resp. La desviacién tipica cambia en relaciéon al valor absoluto de la
constante). Esto queda precisado en la siguiente proposicion:

2.4.2.2 Proposiciéon
si ¥ =a X +bentonces S’y =a* §’x
Demostracion

Para cada observacion x; de X, + = 1,....n tenemos una observaciéon de Y que es por definicion
wi=azi+b Porla proposicion 2.1, se tiene que ¥ = T + b. Por tanto, la varianza de Y es
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Sy o= Y-

1 _
= EZ[Eami+!zl—£aa:+ﬂ]2
ST TS
1 _
= EZaﬁl{mi—m}z
=1

= a*8&8%x

2.4.2.3 Observacion

Las consecuencias del anterior resultado eran de esperar: Si los resultados de una medida son
trasladados una cantidad b, la dispersién de los mismos no aumenta. Si estos mismos datos se
multiplican por una cantidad a <1, el resultado tendera a concentrarse alrededor de su media (menor
varianza). Si por el contrario a>1 habra mayor dispersion.

Otra propiedad fundamental de la varianza es la siguiente:

2.4.2.4 Proposicion
52

— L]
Dados r grupos, cada uno de ellos formado por n; observaciones de media &iy de varianza

Entonces la varianza, S? , del conjunto de todas las 1t = i1 + .. . + Tir observaciones vale

Zn. += Zm(m -7)*

1—1
Demostracion

Dicho de otro modo, pretendemos demostrar que la varianza total es igual a la media de las varianzas
mas la varianza de las medias. Comenzamos denotando mediante x; la observacion j-ésima en el i-

ésimo grupo, donde # = 1,....*y § =1,....,%; Entonces

$ = 1YYz

i=1 J_l

= - E Z[(xt;.r z;) + (% - x}lz
1—1 J—l

= - E E{m‘v - .."t,:l +2 El:a"‘:, -7 E[a"ﬁ;; - ) +— Zﬂ: (= — m:'
1—1 =1 i=1 ~-

r

—Zn.S* +0+ = Z{Ei—ﬁ}ﬂ

i=1 1—1
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2.4.2.5 Observacion

Ademas de las propiedades que hemos demostrado sobre la varianza (y por tanto sobre la desviacion
tipica), sera conveniente tener siempre en mente otras que enunciamos a continuacion:

Ambas son sensibles a la variacién de cada una de las puntuaciones, es decir, si una puntuacion
cambia, cambia con ella la varianza. La razén es que si miramos su definicion, la varianza es funcion de
cada una de las puntuaciones.

e Sise calculan a traves de los datos agrupados en una tabla, dependen de los intervalos elegidos. Es
decir, cometemos cierto error en el céalculo de la varianza cuando los datos han sido resumidos en
una tabla estadistica mediante intervalos, en lugar de haber sido calculados directamente como
datos no agrupados. Este error no sera importante si la elecciéon del numero de intervalos, amplitud y
limites de los mismos ha sido adecuada.

e La desviacion tipica tiene la propiedad de que en el intervalo

#-28,z+28)¥zL2s

se encuentra, al menos, el 75% de las observaciones (vease mas adelante el teorema de Thebycheff).
Incluso si tenemos muchos datos y estos provienen de una distribucion normal (se definira este concepto

mas adelante), podremos llegar al 95%.

No es recomendable el uso de ellas, cuando tampoco lo sea el de la media como medida de tendencia
central.

2.4.2.6 Método abreviado para el calculo de la varianza

La proposicién de la pagina Dpuede ser utilizada para simplificar calculos al igual que vimos en el
ejemplo 2.1. Si una variable X toma unos valores para los cuales las operaciones de calculo de media y
varianza son tediosas, podemos realizar los calculos sobre una variable Z definida como

_X—:ﬁn
T a

Z

— — 2
Una vez que han sido calculadas Zy 3% , obtenemos Iy Sx teniendo en cuenta que:

T=az++ixg
X=aZ+1rg =
Sk =S}

2.4.2.7 Grados de libertad

Los grados de libertad de un estadistico calculado sobre n datos se refieren al numero de cantidades
independientes que se necesitan en su calculo, menos el nimero de restricciones que ligan a las
observaciones y el estadistico. Es decir, normalmente n-1.

Ejemplo. Consideramos una serie de valores de una variable,
z; ~ 2,5,7,9,12

que han sido tomados de forma independiente.
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Su media es & = Ty se ha calculado a partir de las n=5observaciones independientes x;, que estan
ligadas a la media por la relacion:

1
E’E:EZR:,-

Luego el nimero de grados de libertad de la media es n-1=4.

Si calculamos a continuacion la varianza, se han de sumar n cantidades
(z; —7)?

T

Sin embargo esas cantidades no son totalmente independientes, pues estan ligadas por una restriccion:

Z(-’ﬁi - Z-’ﬁi /n) =0

=1 i=1

El numero de grados de libertad del estadistico es el numero de observaciones de la variable menos el
numero de restricciones que verifican, asi que en este caso, los grados de libertad de la varianza sobre
los n=5 datos son también n-1 =4.

Un principio general de la teoria matematica nos dice que si pretendemos calcular de modo aproximado
la varianza de una poblacién a partir de la varianza de una muestra suya, se tiene que el error cometido
es generalmente mas pequefio, si en vez de considerar como estimacion de la varianza de la poblacion,
a la varianza muestral
T
1
82= — E l::ti—.'t}z

T <
=1

consideramos lo que se denomina cuasivarianza muestral, gzque se calcula como la anterior, pero
cambiando el denominador por el numero de grados de libertad, n-1:

1 n _ n &2
?:mgfﬂq—iﬂz:

n-—1

Sobre este punto incideremos mas adelante, ya que es fundamental en estadistica inferencial.

2.4.2.8 Tipificacion

Se conoce por tipificacion al proceso de restar la media y dividir por su desviacion tipica a una variable X.
De este modo se obtiene una nueva variable

Sz =1
de media Z = (}y desviacién tipica , que denominamos variable tipificada.

Esta nueva variable carece de unidades y permite hacer comparables dos medidas que en un principio
no lo son, por aludir a conceptos diferentes. Asi por ejemplo nos podemos preguntar si un elefante es
mas grueso que una hormiga determinada, cada uno en relacién a su poblaciéon. También es aplicable al
caso en que se quieran comparar individuos semejantes de poblaciones diferentes. Por ejemplo si
deseamos comparar el nivel académico de dos estudiantes de diferentes Universidades para la
concesién de una beca de estudios, en principio seria injusto concederla directamente al que posea una
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nota media mas elevada, ya que la dificultad para conseguir una buena calificacién puede ser mucho
mayor en un centro que en el otro, lo que limita las posibilidades de uno de los estudiante y favorece al
otro. En este caso, lo mas correcto es comparar las calificaciones de ambos estudiantes, pero tipificadas
cada una de ellas por las medias y desviaciones tipicas respectivas de las notas de los alumnos de cada
Universidad.

2.4.3 Coeficiente de variacion

Hemos visto que las medidas de centralizacion y dispersion nos dan informacion sobre una muestra. Nos
podemos preguntar si tiene sentido usar estas magnitudes para comparar dos poblaciones. Por ejemplo,
si nos piden comparar la dispersion de los pesos de las poblaciones de elefantes de dos circos

diferentes, & nos dara informacion util.

¢ Pero qué ocurre si lo que comparamos es la altura de unos elefantes con respecto a su peso? Tanto la
media como la desviacion tipica, Ty S, se expresan en las mismas unidades que la variable. Por
ejemplo, en la variable altura podemos usar como unidad de longitud el metro y en la variable peso, el
kilogramo. Comparar una desviacién (con respecto a la media) medida en metros con otra en kilogramos
no tiene ningun sentido.

El problema no deriva sélo de que una de las medidas sea de longitud y la otra sea de masa. El mismo
problema se plantea si medimos cierta cantidad, por ejemplo la masa, de dos poblaciones, pero con
distintas unidades. Este es el caso en que comparamos el peso en toneladas de una poblacién de 100
elefantes con el correspondiente en miligramos de una poblacion de 50 hormigas.

El problema no se resuelve tomando las mismas escalas para ambas poblaciones. Por ejemplo, se nos
puede ocurrir medir a las hormigas con las mismas unidades que los elefantes (toneladas). Si la
ingenieria genética no nos sorprende con alguna barbaridad, lo Iégico es que la dispersion de la variable
peso de las hormigas sea practicamente nula (jAunque haya algunas que sean 1.000 veces mayores
que otras!)

En los dos primeros casos mencionados anteriormente, el problema viene de la dimensionalidad de las
variables, y en el tercero de la diferencia enorme entre las medias de ambas poblaciones. El coeficiente
de variacién es lo que nos permite evitar estos problemas, pues elimina la dimensionalidad de las
variables y tiene en cuenta la proporcion existente entre medias y desviacion tipica. Se define del
siguiente modo:

CV:S—X
T

Basta dar una rapida mirada a la definicion del coeficiente de variacion, para ver que las siguientes
consideraciones deben ser tenidas en cuenta:

e Solo se debe calcular para variables con todos los valores positivos. Todo indice de variabilidad
es esencialmente no negativo. Las observaciones pueden ser positivas o nulas, pero su
variabilidad debe ser siempre positiva. De ahi que s6lo debemos trabajar con variables positivas,

para la que tenemos con seguridad que Z > 0.
e No es invariante ante cambios de origen. Es decir, si a los resultados de una medida le

sumamos una cantidad positiva, b>0, para tener Y=X+b, entonces CVy < CVX, ya que la
desviacion tipica no es sensible ante cambios de origen, pero si la media. Lo contario ocurre si
restamos (b<0).

(TVY=STY_:S—X{STX=CVX
vy T+b T
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e Es invariante a cambios de escala. Si multiplicamos X por una constante a, para obtener
Y =a X, entonces

¥ aZ 'E=cvx

2.4.3.1 Observacion

Es importante destacar que los coefientes de variacién sirven para comparar las variabilidades de dos
conjuntos de valores (muestras o poblaciones), mientras que si deseamos comparar a dos individuos de
cada uno de esos conjuntos, es necesario usar los valores tipificados.

2.4.3.2 Ejemplo

Dada la distribucién de edades (medidas en afios) en un colectivo de 100 personas, obtener:
1. La variable tipificada Z.

2. Valores de la media y varianza de Z.

3. Coeficiente de variacion de Z.

‘ Horas trabajadas ‘ Num. empleados
0--4 47

1410 32

110 - 20 17

120 - 40 4

| 1100

Solucion:

Para calcular la variable tipificada
X-—-F
Z = .
Sx

partimos de los datos del enunciado. Sera necesario calcular en primer lugar la media y desvicion tipica
de la variable original (X= afos).
lia == 1; | X; |ni

0-4 (2 |47 [oa [188

410 [7 [32 [2241.568
10--20 (15 (17 |255 3.825
20--40 (30 [4  [120 [3.600
| | [n=100 |693 [9.181

2
Xi n;

Xin;

693 _ -
¥ = ﬁ—ﬁ,%aﬂm

181
§% = %—ﬂ,%%ﬁ,maﬁmalmadmda
Sx = +/43,78 = 6,6 afios

39

Basado en el Manual “Bioestadistica:
Métodos y Aplicaciones” — U. de Malaga



Estadistica Basica | y Il
Medidas Descriptivas

A partir de estos valores podremos calcular los valores tipificados para las marcas de clase de cada
intervalo y construir su distribucion de frecuencias:

5 = %:—u,m
2 = %:u,uu
15 —
Y L5
R L ¢ g
’Z,' n; ’Z,' n; Zi2 n;
-0,745 47 |-35,015 26,086
0011 32 0,352 |0,004
1,220 (17 |20,720 |25,303
3486 (4 13,944 48,609
| (n=100 (0,021 100,002
_ 0,021
£z = Wi‘-ﬁﬂ
., _ 100,02
Sy = ﬁ:l

A pesar de que no se debe calcular el coeficiente de variaciéon sobre variables que presenten valores
negativos (y Z los presenta), lo calculamos con objeto de ilustrar el porqué:
Sz 1
CV=—=-=w
z 0

Es decir, el coeficiente de variacion no debe usarse nunca con variables tipificadas.

2.5 Problemas

Ejercicio 2..1. En el siguiente conjunto de niumeros, se proporcionan los pesos (redondeados a la libra
mas proxima) de los bebés nacidos durante un cierto intervalo de tiempo en un hospital:

4,8,4,6,8,6,7,7,7,8,10,9,7,6,10,8,5,9,6,3,7,6,4,7,6,9,7,4,7,6,8,8,9,11,8,7,10, 8,5, 7,
7,6,5,10,8,9,7,5,6,5.

. Construir una distribucion de frecuencias de estos pesos.

. Encontrar las frecuencias relativas.

. Encontrar las frecuencias acumuladas.

. Encontrar las frecuencias relativas acumuladas.

. Dibujar un histograma con los datos de la parte a.

. ¢ Por qué se ha utilizado un histograma para representar estos datos, en lugar de una grafica de
barras?

7. Calcular las medidas de tendencia central.

8. Calcular las medidas de dispersion.

9. Calcular las medidas de forma.

10. ¢ Es esta una distribucion sesgada? De ser asi, ¢en qué direccién?
40
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11. Encontrar el percentil 24.

Ejercicio 2..2. A continuacion se dan los resultados obtenidos con una muestra de 50 universitarios. la
caracteristica es el tiempo de reaccion ante un estimulo auditivo:

0,110 {0,110 |0,126 |0,112 |0,117 |0,113 0,135 0,107 |0,122
0,113 0,098 0,122 |0,105 |0,103 0,119 (0,100 0,117 |0,113
0,124 {0,118 0,132 0,108 [0,115 0,120 |0,107 |0,123 |0,109
0,117 [0,111 0,112 0,101 [0,112 0,111 |0,119 0,103 |0,100
0,108 {0,120 0,099 (0,102 [0,129 0,115 |0,121 0,130 |0,134
0,118 (0,106 (0,128 (0,094 [0,1114 | | | |

1. ¢ Cuadl es la amplitud total de la distribucion de los datos?

2. Obtenga la distribucion de frecuencias absolutas y relativas.

3. Obtenga la distribucién de frecuencias acumuladas, absolutas y relativas, con los intervalos anteriores.
4. Calcular la media y la varianza con los intervalos del apartado b y después calculense las mismas
magnitudes sin ordenar los datos en una tabla estadistica.; Con qué método se obtiene mayor precision?
5. Dibuje el poligono de frecuencias relativas.

6. Dibuje el poligono de frecuencias relativas acumuladas.

Ejercicio 2..3. Con el fin de observar la relacion entre la inteligencia y el nivel socioeconémico (medido
por el salario mensual familiar) se tomaron dos grupos, uno formado con sujetos de cociente intelectual
inferior a 95 y otro formado por los demas; De cada sujeto se anoté el salario mensual familiar. Teniendo
en cuenta los resultados que se indican en la tabla:

Nivel socioecondmico |Sujetos con C/ < 95 : CI > 95
Sujetos con
| Intervalos ‘ Frecuencia ‘ Frecuencia
=(4,10]
10 o menos 75 19
10-16 135 26
16 - 22 120 25
22-28 130 130
28-34 25 54
=(34 40
mas de 34 ‘ 15 ‘46

1. Dibuje un grafico que permita comparar ambos grupos.
2. Calcule las medidas de tendencia central para aquellos sujetos con C/ < 95.

CI>95

3. Calcular las medidas de dispersion para aquellos sujetos con

Ejercicio 2..4. Un estudio consistié en anotar el numero de palabras leidas en 15 segundos por un grupo
de 120 sujetos disléxicos y 120 individuos normales. Teniendo en cuenta los resultados de la tabla

‘ N de palabras leidas ‘Disléxicos np ‘Normales Ny
’25 0 menos =26 ’56 ’ 1
26 24 9
27 16 21
28 12 29
41
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29 10 28 |
130 0 mas =30 2 32 |

calcule:

1. Las medias aritméticas de ambos grupos.

2. Las medianas de ambos grupos.

3. El porcentaje de sujetos disléxicos que superaron la mediana de los normales.
4. Compare la variabilidad relativa de ambos grupos.

Ejercicio 2..5. La tabla siguiente muestra la composicion por edad, sexo y trabajo de un grupo de
personas con tuberculosis pulmonar en la provincia de Vizcaya en el afio 1979:

| Edad ’Trabajadores | No trabajadores |Totales

| ‘Varén ‘Mujer |Tota| |Varén ‘Mujer |Tota| |Varén ‘Mujer ‘Total
14192 |1 3 |25 40 |65 |27 |41 |68
192410 |4 |14 |20 36 (56 (30 |40 |70
242932 (10 |42 |15 |50 |65 |47 |60 |107
293447 [12 |59 |13 (34 [47 |60 |46 106
343938 (8 (46 |10 |25 (35 |48 (33 |81
1394422 (4 |26 |7 |18 |25 |20 |22 |5

1. Representar graficamente la distribucion de frecuencias de aquellas personas trabajadoras que
padecen tuberculosis.

2. Representar graficamente la distribuciéon de frecuencias de los varones no trabajadores que padecen
tuberculosis.

3. Representar graficamente la distribucion de frecuencias del nimero total de mujeres que padecen
tuberculosis.

4. ;Cual es la edad en la que se observa con mayor frecuencia que no trabajan los varones? ;Y las
mujeres? Determinar asimismo la edad mas frecuente (sin distincién de sexos ni ocupacion).

5. ¢ Por debajo de qué edad esta el 50% de los varones?

6. ¢ Por encima de qué edad se encuentra el 80% de las mujeres?

7. Obtener la media, mediana y desviacion tipica de la distribucién de las edades de la muestra total.

8. Estudiar la asimetria de las tres distribuciones.

Ejercicio 2..6. En una epidemia de escarlatina, se ha recogido el nimero de muertos en 40 ciudades de
un pais, obteniéndose la siguiente tabla:

o muarion [0 [1 [2 [3]s]ss]7]
Gudades 7[11[10]7 1211

. Representar graficamente estos datos.

. Obtener la distribucién acumulada y representarla.
. Calcular media, mediana y moda.

. Calcular la varianza y la desviacioén tipica.

. Porcentaje de ciudades con al menos 2 muertos.

. Porcentaje de ciudades con mas de 3 muertos.

. Porcentaje de ciudades con a lo sumo 5 muertos.

NO O, WN =
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3. Variables bidimensionales

3.1 Introduccion

En lo estudiado anteriormente hemos podido aprender como a partir de la gran cantidad de datos que
describen una muestra mediante una variable, X, se representan graficamente los mismos de modo que
resulta mas intuitivo hacerse una idea de como se distribuyen las observaciones.

Otros conceptos que segun hemos visto, también nos ayudan en el analisis, son los estadisticos de
tendencia central, que nos indican hacia donde tienden a agruparse los datos (en el caso en que lo
hagan), y los estadisticos de dispersidn, que nos indican si las diferentes modalidades que presenta la
variable estdn muy agrupadas alrededor de cierto valor central, o si por el contrario las variaciones que
presentan las modalidades con respecto al valor central son grandes.

También sabemos determinar ya si los datos se distribuyen de forma simétrica a un lado y a otro de un
valor central.

En este capitulo pretendemos estudiar una situaciéon muy usual y por tanto de gran interés en la practica:

Si Y es otra variable definida sobre la misma poblacion que X, ¢ sera posible determinar si existe
alguna relacién entre las modalidades de X'y de Y?

Un ejemplo trivial consiste en considerar una poblacién formada por alumnos de primero de Medicina y
definir sobre ella las variables

X = altura medida en centimetros,

Y = altura medida en metros,
ya que la relacion es determinista y clara: Y=X/100. Obsérvese que aunque la variable Y, como tal puede
tener cierta dispersion, vista como funcion de X, su dispersién es nula.

Un ejemplo mas parecido a lo que nos interesa realmente lo tenemos cuando sobre la misma poblacién
definimos las variables

X = altura medida en centimetros,
Y peso medida en kilogramos.

Intuitivamente esperamos que exista cierta relacion entre ambas variables, por ejemplo,

Y=X- 11[H:dispersién que nos expresa que (en media) a mayor altura se espera mayor peso. La
relacién no es exacta y por ello sera necesario introducir algun termino que exprese la dispersion de
Ycon respecto a la variable X.

Es fundamental de cara a realizar un trabajo de investigacién experimental, conocer muy bien las
técnicas de estudio de variables bidimensionales (y n-dimensionales en general). Baste para ello pensar
que normalmente las relaciones entre las variables no son tan evidentes como se mencioné arriba. Por
ejemplo:

¢, Se puede decir que en un grupo de personas existe alguna relacién entre X = tension arterial e
Y = edad?



Estadistica Béasica | y Il
Variables Bidimensionales

Aunque en un principio la notacion pueda resultar a veces algo desagradable, el lector podra comprobar,
al final del capitulo, que es bastante accesible. Por ello le pedimos que no se asuste. Al final vera que no
son para tanto.

3.2 Tablas de doble entrada

Consideramos una poblacion de n individuos, donde cada uno de ellos presenta dos caracteres que
representamos mediante las variables X e Y. Representamos mediante

Xrazy,22,- -, Tiy---, Tk

las k modalidades que presenta la variable X, y mediante
Yooy, y2,-- -, Ujs---5Up

las p modalidades de Y.
Con la intencion de reunir en una séla estructura toda la informacién disponible, creamos una tabla

formada por k- P casillas, organizadas de forma que se tengan k filas y p columnas. La casilla denotada

de forma general mediante el subindice;; hara referencia a los elementos de la muestra que presentan
simultaneamente las modalidades x; e y;.

Yl e [l [alw |

X

Xi My (Mg | g | ng, | THLe
X2 | N2q Ny, e [ M2 e | N2p Nz,
Lo e R

Xi |Nn N n; N Tiw
Sk e B R

Xk | Nk1 | N2 e | NG e | Nip Mg
B Tl | Tla2 — Thj _ Nap | M

De este modo, para = 1,..., k, i=1...., P, se tiene que n; es el nimero de individuos o
frecuencia absoluta, que presentan a la vez las modalidades x; e ;.
El nimero de individuos que presentan la modalidad x;, es lo que llamamos frecuencia absoluta marginal

de x; y se representa como T« . Es evidente la igualdad

P
i =Ry + Mg+ 0 = ) Ny
=1

Obsérvese que hemos escrito un simbolo ** «" en la ““parte de las jotas" que simboliza que estamos
considerando los elemento que presentan la modalidad x;, independientemente de las modalidades que
presente la variable Y. De forma analoga se define la frecuencia absoluta marginal de la modalidad vy;
como
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&
N =Mj +n2j+---+ngj = ij

i=1

Estas dos distribuciones de frecuencias s para i=1,. --JE, y i para 3=1,....Preciben el
nombre de distribuciones marginales de X e Y respectivamente.

El numero total de elementos de la poblacién (o de la muestra), n lo obtenemos de cualquiera de las
siguientes formas, que son equivalentes:

k P L
n=n,, =Z“i- =Zﬂ-j =zznij
=1

i=1 =1 j=1

Las distribuciones de frecuencias de las variables bidimensionales también pueden ser representadas
graficamente. Al igual que en el caso unidimensional existen diferentes tipos de representaciones
graficas, aunque estas resultan a ser mas complicadas (figura 3.1).

Figura: Algunos de las representaciones graficas habituales de distribuciones de frecuencias
bidimensionales.

7~

- N W ~ 00 O
Y
= N W A o

o

x1 x2 x3 x4 x5 x6 X7 x8

al

3.3 Dependencia funcional e independencia

La relacion entre las variables X e Y, parte del objetivo de este capitulo y en general de un niumero
importante de los estudios de las Ciencias Sociales, puede ser mas o menos acentuada, pudiendo llegar
ésta desde la dependencia total o dependencia funcional hasta la independencia.

3.3.1 Dependencia funcional

La dependencia funcional, que nos refleja cualquier formula matematica o fisica, es a la que estamos
normalmente mas habituados. Al principio del capitulo consideramos un ejemplo en el que sobre una
poblacién de alumnos definiamos las variables

X = altura medida en centimetros,
Y = altura medida en metros,

Al tomar a uno de los alumnos, hasta que no se realice una medida sobre el mismo, no tendremos claro
cual sera su altura. Podemos tener cierta intuicion sobre qué valor es mas probable que tome (alrededor
de la media, con cierta dispersion). Sin embargo, si la medida Xha sido realizada, no es necesario
practicar la de Y, pues la relacién entre ambas es exacta (dependencia funcional):

Y = X/100
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Yix=z,
Ello puede describirse como que conocido el valor X=x;, la distribucion de s6lo toma un valor con
frecuencia del 100%. Esto se traduce en una tabla bidimensional de X e Y, del siguiente modo: La

variable Y depende funcionalmente de la variable X si para cada fila X=x; existe un Unico tal que

ng #0
] Analogamente, tenemos dependencia funcional de X con respecto a Yhaciendo el
razonamiento simétrico, pero por columnas, es decir, X depende funcionalmente de la variable Y si para

ny; #0
cada columna Y=y;, existe un unico ital que
Es claro que si la dependencia funcional es reciproca, Ia tabla es necesariamente cuadrada (k=p).

Ejemplo
Consideramos una poblacion formada por 12 individuos, donde hay 3 franceses, 7 argentinos y 3
guineanos. Definimos las variables:

X = Continente de nacimiento ~» {Europa, América, Africa}
Y = Nacionalidad ~+ {Francés, Guineano, Argentino}
Z = Hablar espaiol~ {Si, No}

Entonces, sobre esta poblacién, podemos construir las siguientes tablas:
2 lsin
" .
‘Europa ’07|3 ’3_
(América |7 [0 [7
‘Africa ’?|0 ’7
 blse

|Y ‘Francés ‘Guineano ‘Argentino |7
x| |
|Europa ‘3 ‘O ‘O l?
|América ‘0 ‘0 ‘7 IT
Africa [0 2 0 2
[ T EO A P

y nos damos cuenta de que, segun la definicion
Z depende funcionalmente de X.

e X no depende funcionalmente de Z.
e Xe Ydepende funcionalmente la una de la otra de modo reciproco.

3.3.2 Independencia

Hemos visto que la dependencia funcional implica una estructura muy particular de la tabla
bidimensional, en la que en todas las filas (o en todas las columnas) existe un Unico elemento no nulo.
Existe un concepto que de algin modo es el opuesto a la dependencia funcional, que es el de
independencia. Se puede expresar de muchas maneras el concepto de independencia, y va a implicar de
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nuevo una estructura muy particular de la tabla bidimensional, en el que todas las filas y todas las

columnas van a ser proporcionales entre si.

Para enunciar lo que es la independencia de dos variables vamos a basarnos en el siguiente

razonamiento: Si la variable Y es independiente de X, lo légico es que la distribucion de frecuencias
¥z, Yz Y

relativas condicionadas sea la misma que la de y ees . Esto se puede escribir diciendo que

Vj=1,...,p, setiene que f; =...f;=...=f;= .

Pues bien, diremos que la variable Y es independiente de Xsi la relacion (3.3) es verificada. Hay otras
formas equivalentes de enunciar la independencia: Cada una de las siguientes relaciones expresa por si
sola la condicién de independencia:

3.3.2.1 Proposicién (Independencia en tablas de doble entrada)

Cada una de las siguientes relaciones expresa por si séla la condicion de independencia entre las
variables Xe Y

Mg Ty
Tlia Ty
Ry _ My MG P My
nl- ﬂﬂl- m. ﬂk' lﬂ'l‘l‘

fii = fis - fuj

Thje - Thaj

n-a =
¥ Nue

3.3.2.2 Observacion

Obsérvese que la relacion (3.4) (o bien la (3.5)) implica que la independencia es siempre reciproca, es
decir, si X es independiente de Y, entonces Y es independiente de X.

3.3.2.3 Ejemplo

Si tenemos dos variables que son

X = nimero de claridifurcios melatonémicos

Y = coeficiente de saturacién de ciclopondrinas

y estan distribuidas en una tabla del modo:

| Figura: Cuando las variables son independientes, las
y|1€ {l], 2] e (2: 4] S € (4, 'ﬁ‘] diferencias entre las filas (0 columnas) pueden

entenderse como cambios de escala.
x |
olza & [ [
DN R O
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podemos decir que ambas variables son independientes. Obsérvese la proporcionalidad existente entre
todas las filas de la tabla (incluidas la marginal) (figura 3.2). Lo mismo ocurre entre las columnas.
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